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Resumé

Noten har til formal at belyse de centrale emner indenfor lineser algebra, der gennemas i
Matematik B, pa en intuitiv og letforstaelig made. Brugen af symboler og tunge definitioner holdes
ved det absolutte minimum, mens der i hgjere grad er fokus pa den intuitive forstaelse af emnet.
Det er mit hab, at noten kan bidrage til en mere dybdegaende forstaelse af de grundleggende
mekanismer indenfor linezer algebra, herunder serligt matricer som linesere transformationer og
hvordan denne indsigt far de andre emner til at falde pa plads mere intuitivt. Noten er kreeret pa
baggrund af videoserien The Essence of Linear Algebra af 8Bluel Brown, samt pensumbggerne i
Matematik B og forelaesningsslides i Matematik B (af Thomas Jensen). Det tages forbehold for,
at der med overvejende sandsynlighed vil veere enkelte fejl/ikke 100% stringente matematiske

udtalelser.
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1 Introduktion til vektorer og matricer

1.1 Grundlseggende om vektorer og vektorrum

En af de vigtigste elementer i linezer algebra er vektorer, som mange af os kender fra gymnasiet. Dvs.

vi= H (1)
Y1

Den umiddelbare fortolkning heraf afheenger af ens akademiske felt, men i tilfeelde af undervisningen
i Matematik B forestiller vi os dem oftest som bevaegelser langs akserne. Vektoren v = (1, 2) kan da

opfattes som en beveegelse langs x- og y-aksen (hhv. +1 langs x-aksen og +2 langs y-aksen). Altsa:

Y

v=(1,2)

For at vektorer udggr et sakaldt vektorrum, skal vektoraddition og skalarmultiplikation veere defineret.
De behgves ikke vaere som nedenfor, hvis rummet f.eks. bestar af funktioner. I Matematik B vil det
imidlertid altid folge nedenstaende definitioner. Det bemaerkes, at negative veerdier af s ved beregning

af prikproduktet skal fortolkes som at vende den givne vektors retning 180 grader.

X1 :|:1‘2
viEva = Y1 £ Yo 2
sovi=|"" (1)
: [ - <y1>1 ®

Oftest vil prikproduktet ogsa veere defineret, hvilket ggr vektorrummet til et sakaldt indre produktrum
(Hilbert rum). Prikproduktet er givet ved:

V1-V2 =21 T+ Y1 Y2 (4)

I Matematik B vil man i stort set alle tilfaelde betragte et indre produktrum. For bade vektor- og

indre produktrum skal der desuden geelde 10 aksiomer, der ikke gennemgas i denne note.

1.2 Vektorer som linesere kombinationer

Det traditionelle x-y koordinatsystem er centreret omkring to specielle vektorer, i ogj, der er defineret

som enhedsvektorerne i hhv. z og y. Dvs:
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j: (071)

i=(1,0)

Heraf folger det, at x- og y-koordinaterne af alle vektorer kan opfattes som skalarer af enhedsvekto-
rerne. F.eks. kan vektoren v = (1, 2) opfattes som v =1-i+2-]. Denne operation kaldes for en
linezer kombination af de to vektorer, og er grundlseggende lineer, fordi enhedsvektorerne udspaender
to rette linjer, nar de ganges med alle skalarer i R. Hvis produktet af skalaerne og enhedsvektorerne
ikke er kollinezere (ikke ligger pa den samme rette linje), vil spannet af disse skalerede enhedsvektorer
udggre hele det to-dimensionale vektorrum, R?. Omvendt, hvis produktet af skalaerne og enhedsvek-
torerne er linegert atheengige (dvs. ligger pa en ret linje eller en kan udtrykkes som en skalar gange den
anden), vil deres span vaere den rette linje, de ligger pa. Afslutningsvis, hvis produktet af skalaerne
og enhedsvektoren er nulvektoren, vil deres span kun indeholde nulvektoren, hvilket teknisk set er et
0-dimensionalt undervektorrum af R?. Tilsvarende kan spsendet af vektorer defineres i n-dimensioner,

hvilket dog overlades til eksisterende litteratur, idet det ikke ligger indenfor fokus.

1.2.1 Bestemmelse af spand (regneeksempel)

Betragt folgende vektorer: vi = (1, 2), va = (5, 5), hy = (3, 4) og ha = (—1.5, —2), der er tegnet

nedenfor:

Det fremgar grafisk, at de to vektorer hy og hs er linesert athaengige, hvorfor deres spaend udelukkende
er den rette linje, der gar igennem de to vektorer. De to andre vektorer er ikke linesert atheengige (og
er ikke nulvektorer), hvorfor deres spaend er hele det to-dimensionale vektorrum, R?. Analytisk kan
det ogsa ses ved at indse, at —0.5 - h; = hy, hvorfor de to vektorer er linesert athaengige. Tilsvarende
kan det ses, at de to gvrige vektorer ikke er linezert athaengige, fordi 1 -2z = 5 kun Igses af x = 5 og
2 -5 # 5. Et mere direkte argument for at afggre den linesere uathsengighed mellem vy og vy er at
undersgge forholdet mellem koordinaterne i vektorerne hver for sig. For vi = (1,2) og vo = (5,5) er
forholdet mellem den fgrste og den anden komponent i vi 1 : 2, mens det for vo er 1 : 1. Da disse
forhold ikke er ens, kan vy ikke udtrykkes som en skalar multiplikation af vy, hvilket igen bekrafter,

at de to vektorer er linesert uafhaengige.

IEnhedsvektorerne kan man frit zendre, dog beskrives disse zendringer ikke i indeveerende note.



Note om lineaer algebra pa Matematik B, Levi van Boekel 2. semester, Pkonomi

1.3 Matricer som linesere transformationer

Linesere transformationer - og deres forhold til matricer - gennemsyrer store dele af lineser algebra pa
Matematik B, men bliver, stort set, ikke nsevnt en eneste gang i pensumbggerne! Jeg tror, at det er
undladt for at undga forvirring, og strengt taget, er det heller ikke ngdvendigt. Alligevel, har jeg selv
nydt gavn af at anskue matricer som linesere transformationer, idet det har gjort det videre arbejde
med determinanter, eigenveerdier, osv. meget mere intuitivt.

Grundleeggende, kan linesere transformationer ses som operationer, der transformerer alle vektorer
i et koordinatsystem. Betragt f.eks. nedenstaende 2D koordinatsystem med et udsnit af de mulige

vektorer:

Figur 1: Udsnit af vektorer i 2D koordinatsystem

En lineser transformation vil i ovenstaende tilfeelde transformere alle vektorer til et nyt punkt ved at
eendre deres leengde, retning, eller begge dele, alt athaengigt af de specifikke transformation. En given

lineger transformation af ovenstaende er givet ved:

Figur 2: Transformerede vektorer i 2D koordinatsystem

Lineariteten af en transformation hidrgrer fra dens evne til at bevare addition og skalar multiplikation.
Intuitivt kan det beskrives som om, at origo forbliver fast, linjerne fortsat er linjer, og gitterlinjer-
ne forbliver parallelle og med usendret afstand. Derudover geelder der for en lineser transformation,
at skeeringspunkter mellem linjerne bevares (f.eks. forbliver parallelle linjer parallelle efter transfor-
mationen) Det betyder ogsa, at hvis en vektor i det oprindelige rum kan udtrykkes som en lineser
kombination af andre vektorer, vil det stadigveek geelde efter transformationen. I Matematik B regnes
der kun med linere transformationer, og transformationen vist i figur 2 er selvsagt ogsa linezer.

Af kravet om linearitet folger det, at effekterne af en sadan transformation kan undersgges ved
blot af fglge basisvektorerne, i og j Intuitionen er her, at basisvektorerne udggr grundelementerne af

vektorrummet, og vi dermed kan udlede transformationen af ethvert andet element i vektorrummet.
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Dette skyldes, at enhver vektor i rummet kan konstrueres som en lineszer kombination af basisvekto-
rerne. For eksempel, hvis en vektor v i det oprindelige rum kan udtrykkes som ai + bj, og vi kender
destinationen for i ogj efter transformationen, kan vi netop bestemme den nye position af v ved at
anvende den samme linezere kombination pa de transformerede basisvektorer (idet linearkombinatio-

nerne forbliver ens for- og efter transformationerne).

Det vigtige at forsta er her, at matricer netop kan beskrive linezre transformationer og at begreber
som matrix produktet, determinant, eigenveerdier, m.m., bliver MEGET nemmere at forsta, hvis man

har den visuelle intuition med. Betragt nedenstaende matrix:

m (Z Z) )

Hvor den forste kolonne beskriver, hvor i lander, og den anden kolonne beskriver, hvorj lander. Hvis
vi f.eks. er interesseret i transformationens effekt pa en vilkarlig vektor, v = (x, y), skal vi jo netop
bare huske tilbage til, at den vektoren kan skrives som en linearkombination af basisvektorererne,
dvs. (v==x- i+ Y j), og disse stadigveck geelder efter transformationen. Derfor kan koordinaterne af

den transformerede matrix jo netop findes ved den samme linearkombination, altsa:

F L)

Som jo netop er definitionen pa matrix produktet! Tilsvarende geelder det, hvis vi betragter kvadra-

b
d

azx + by
cx + dy

a

+y (6)

tiske matricer, omend der er lidt flere skridt. Altséa:

IR E

hvor der er sprunget et skridt over i udregningen, dvs fglgende er ikke vist fire gange:

ae+bg af +bh

(7)
ce+dg cf+dh

c [ae + bg
d ce +dg

a

e +g (8)

Cc

Intuitionen bag produktet af en kvadratisk matrix er, at man kombinerer to linesere transformationer
i en enkelt operation, idet hver matrix repraesenterer en unik transformation. Tilsvarende kan man
ogsa danne matrixproduktet af f.eks. en 3x2 og en 2x2 matrice. Her er det igen veerd at huske pa, at
hver matrice afspejler en lineser transformation, dvs. 3x2 matricen er i virkeligheden to selvsteendige
3X1 matrice, der afspejler en linezer transformation i 3 dimensioner og 2x2 matricen er to selvstaendige
2x1 matricer, der afspejler linesere transformationer i 2 dimensioner. Produktet af de to matricer kan
derfor fortolkes ved at den to-dimensionelle transformation vist ved 2x2 matricen, projiceres ind i
et tre-dimensionalt rum og yderligere transformeres ved veerdierne i 3x2 matricen. Altsa: vektorerne
bliver projiceret i et tre-dimensionalt rum og herefter transformeret ved 3x2 matricen (selvom 2x2 jo
allerede er en transformation). Ovenstaende er vist for en vilkarlig 3x2 og 2x2 matrice nedenfor og

kan simpelt generalisere til andre matricer, f.eks. 4x3 og 3x3...
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a1l a12 a1l a12 a1l a2 r
b1 b12 b11 b12
az1 a2 = |a21 a2 + |a21 ao2
bar  boo ba1 bao
as;  as2 as;  as2 asy  asz2| -
a11 a12 a11 a12
=b11 |ag1| +b21 |aga| +b12 [ag1| +b22 |as
as a32 a3 | a32

a11b11 + a12b21  a11bi2 + a12ba2
= |a21bi1 + ag2ba1  a21bi12 + azeba

az1bi1 + azabar  azibiz + agzba

Intuitivt giver det heraf ogsa mening, at matrixproduktet mellem A og B kun er defineret, hvis
antallet af kolonner i A er lig antallet af reekker i B. Da udregningen jo netop kraever, at vi ganger en
raekke fra A med en kolonne fra B, hvilket intuitivt giver mening, fordi hver rackke fra A repreaesenterer
en instruktion for, hvordan en vektor skal kombineres - hvordan dens komponenter skal vaegtes og
legges sammen - mens hver kolonne i B repraesenterer en input vektor, som instruktionerne skal
anvendes pa. Betragt f.eks. nedenstaende 2x2 og 3x2 matrix, hvor det fremgar, at nogle operationer

er udefinerede:

[511 blzl e [bn bio| | +[b11 b121 2

a1 ag22| = a2 a99
bar  baa ba1  bao ba1  boo
asyp asz2 asy aso
b1 b12
=an + a9 + as1-777 + osv...
ba1 bao

Hermed er det ogsa vist, at matrixmultiplikaion ikke er kommutativ, hvilket igen giver intuitivt me-
ning, hvis man forestiller jeg matricer som linezere transformationer, hvor det jo ggr en forskel, hvilken
transformation man anvender fgrst. Afslutningsvis er der forneden vist en oversigt, der sammenfatter

det beskrevne regneri og gor det muligt at beregne matrixprodukter hurtigt og effektivt.

a; a2 as bl b2 b3 Cl1 Co C3
as a5 Gg X by bs bg = C4 C5 Cg
ar as ag by bg by Cr €8 C9

1.4 Determinanter

Nar en lineser transformation afbildet ved en matrix A transformerer enhver vektor Z i rummet til
en ny vektor § = AZ, vil arealerne i samme rum ogsa blive skaleret. Fordi vi har at ggre med linesere
transformationer, og gitterlinjerne forbliver parallelle og afstanden mellem dem ikke zendrer sig, kan
sendringen af ethvert areal (2D) i rummet beskrives, hvis man ved, hvordan arealet, der udspaendes
af basisvektorerne bliver skalleret. Selve skaleringsfaktoren er definitionen pa determinanten. A Hvis
f.eks. 4 og ¥ er basisvektorer for et omrade i rummet, sa vil omradet S udspeendt af « og ¢ blive
transformeret til et omrade S’ med arealet |det(A)| x areal(S). En determinant pa 3 vil altsa beskrive
en linezer transformation, hvor alle arealer skaleres med 3, mens en determinant pa 0.5 vil beskrive

en lineser transformation, hvor alle arealer halveres. Afsluttende vil negative determinanter sendre
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orienteringen i rummet, hvilket - lgst sagt - betyder, at basisvektorerne ikke skifter placering ift.
hinanden (hvis de skifter placering ift. hinanden kan transformationen f.eks. medfgre, at j er til hgjre

for i). Intuitionen er den samme i 3 dimensioner, men bliver ikke gennemgéet her.

1.4.1 Determinanter af 2x2 matricer

2x2 matricer kan altid beregnes vha. nedenstaende metode:

det <a b) =ad — be
c d

1.4.2 Determinanter af 3x3 matricer (Saurus regel)

Til bestemmelse af determinanter af matricer af hgjere orden, er der straks flere regler, og det er ikke
altid entydigt, hvilken der er mest hensigtsmaessig at benytte. I tilfselde af en 3x3 matrice (og kun i det
tilfzelde), hvor determinant ganske enkelt skal bestemmes, kan Saurus regel, som vist nedenfor, give
en hurtig og overskuelig beregningsmetode. I tilfaelde af egenveaerdier, hvor man skal finde rgdder i et
polynomium, der er givet ved determinanten, er det ikke ngdvendigvis hensigtsmeessigt, idet Saurus

regel ikke i samme grad giver mulighed for elegant faktorisering. Reglen er visualiseret nedenfor:

+ o+ 4+

a1 a12 ais a1 a12

AN

a21 a22

-

az3 a21 @22

A
Ho A

-
-

asi a32 a33 asi a32

hvor determinanten er givet ved: det(A) = a11a22a33+0a12a23a31 + 013021032 — (a13022a31 +a11a93a32+

12021033)

1.4.3 Determinanter af NxN matricer (kofaktorudvikling/Laplace udvikling)

Givet en matrix vilkarlig NxN matrice:

a b c
A=|d e f
g h 1

Kan determinanten af A, beregnes vha. Laplace udvikling langs en hvilken som helst rackke. Oftest
veelges den raekke, hvor der er flest O’er, fordi man her ikke skal regne underdeterminanterne. Fordi

der ikke er nogle 0’ere i A udvikles langs den fgrste reekke. Dvs:
det(A) =a-Ci1+b-Cia+c-Cis
hvor Cj; er kofaktoren for element a;;, defineret som:
Cyi = (*1)i+jMij

og M;; er determinanten af submatricen, som opnas ved at fjerne rackke ¢ og kolonne j fra A.

For den fgrste raekke i1 vores matrix bliver cofaktorerne:
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e f

C11=(_1)1+1detl ‘
h 1

1:ei—fh

012 = (—1>1+2 det [d f‘| = —(dl — fg)
g

d
Ciz = (—1)1*3 det [ e] = dh — eg
g h
Saledes bliver determinanten af A:
det(A) =a-(ei — fh) —b- (di — fg) + c- (dh — eg)

1.4.4 Determinanter af NxN matricer (razekkeoperationer)

Afsluttende praesenteres en metode til at finde determinanter, der benytter sig af raekkeoperationer,
der belyses naermere i det naeste afsnit. Formalet med rackkeoperationerne er, at omdanne en given
matrice til gvre eller nedre trekantsform, idet determinanten her kan findes som produktet af alle

elementer i diagonalen. Betragt matricen A:

Folgende rackkeoperationer anvendes:

e Trazk halvdelen af forste raekke fra anden raekke for at ggre aop til 0:

R2 = R2 — %Rl

o Lag forste rackke til tredje raekke for at ggre asy til O:

R3=R3+ R1
Disse operationer omdanner A til:
4 =2
A=101 5
0 2 -1

Endnu en raekkeoperation:

o Track det dobbelte af anden raekke fra tredje raekke for at ggre ass til 0:

R3 = R3 —2R2
Den gvre trekantsmatrice, A”, er nu:
2 -2
A"=10 1 5
0 0 -—11

10
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Determinanten af A er da blot diagonalelementerne i A”, svarende til:
det(A) = det(A”) =2 x 1 x (=11) = —22

Intuitionen bag, hvorfor ovenstaende gaelder er, at det kun er diagonalelementerne i en gvre eller nedre
trekantsmatrix, der bidrager til ”volumenet/arealet” af det rum, vektorerne udspaender, fordi resten af
elementerne enten over eller under diagonalen er nul. Heraf fglger, at produktet af diagonalelementerne
alene afspejler den samlede skaleringsfaktor af rummet, hvilket jo netop er det determinanten beskriver
jf. 1.4.

1.5 Lineszere ligningssystemer

En af de hyppigste anvendelser indenfor lineser algebra hidrgrer evnen til at lgse linesere ligningssy-
stemer af n-variable med stor effektivitet. Generelt gaelder det, at systemer af ligninger kan omskrives

til matriceform ved:

Ax=Db

hvor A er en koefficientmatrix, x er en kolonnevektor bestaende af variable, og b er en kolonnevektor
bestaende af de konstante termer. Et eksempel kunne veere lgsningen af folgende system af linesere

ligninger:

1171 + a12%2 + - + A1p Ty = by

G211 + a22%2 + -+ - + G2 Ty = b2

Am1%1 + AmaZ2 + -+ + AppTn = bm

Dette kan omskrives til matriceform som:

a11 a2 -+ QAin T by
a21 a2 - A2n €2 by
Am1 Am2 e Amn Tn bm

Hvor den endelige matrice, man udfgrer raekkeoperationer pa bengevnes den augmenterede matrix og

er givet ved:

air a2 ain | b1
a21  Aa22 a2y | bo
Am1 Am?2 e Amn bm

Det kan desuden tilfgjes, at der for et kvadratisk system af linesere ligninger (dvs., antallet af ligninger
er lig med antallet af variable) geelder, at systemet har en unik lgsning, hvis determinanten er forskellig
fra 0. Det skyldes, at A her er invertibel (beskrives i 1.6), og lgsningen kan findes ved x = A~ !'b,
fordi A='A = 1.

11
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1.6 Linezere ligningssystemer, 3x3 (3 lgsninger)

Betragt systemet af linesere ligninger:
—21‘1 — 31‘2 — X3 = 6
21’2 — T3 = -2

-1+ 20— 23 =—1

Der kan repraesenteres ved den augmenterede matrix:

-2 -3 —-1]| 6
0 2 -1 -2
-1 1 -1]-1

Systemet lgses ved brug af raekkeoperationer:

)
\
g N
)
N
L
M
—
~No
‘\(
A0 °
;N i
A2 N
) ) h
EOE
—
L
—_——
o 06 A
Nl(/\Nw
AN
INREYY]
—
~

C A i

G
)
NI

O 5 nw
Ao
INEVEN
—
g
TRl
——1

Figur 3: Lgsning vha. rackkeoperationer

1.7 Linezere ligningssystemer, 3x3 (2 lgsninger, 1 fri variabel)

Betragt systemet af linezere ligninger:

41‘171’2+31’3:*9
2$1+1’2—6$3:6

21‘1 — T3 = -1

Der kan repraesenteres ved den augmenterede matrix:

Systemet lgses ved brug af raekkeoperationer:

12
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2 o - 2 0 1 Z o -1,
2 1 1 o> 0o 1 Q 2 o "
o1 -5 > = o 4-5v | 2 ZO 1-5 17
> _ -1 S O © o
z o 1 o
Xy ~4 2%y %+ =4 %y ~Sh= 72 @) k= 7 45}
Zx, = -4 -+

Figur 4: Lgsning vha. raekkeoperationer

1.8 Inverse matricer

Med vores viden om matricer - og deres evne til at symbolisere linezre transformationer - fglger
ideen om inverse matricer forholdsvis intuitivt. Det geelder nemlig, at den inverse matrice til en given

matrice, A, netop er den matrice, der tilbagefgrer den linesere transformation, som A har medfart.
2
Betragt f.eks. nedenstaende linesre transformation, der er givet ved matricen: L 9 og vektoren,

v = (1, 2). Matrixproduktet er vist nedenfor, og viser, hvordan A transformerer v. Samtidig er
resultatet af at gange med den inverse vist, dvs. A - A=! . v. Men fordi A'A~! =1, er det jo netop
det samme som I-v = v. I praksis vil A og A~! transformere alle punkter i rummet, men nedenfor

er det kun vist for v.

Original Vector Transformed Vector Recovered Vector

Figur 5: Visualisering af inverse matricer

P4 billedet sker der to transformationer, fra (1) — (2) og fra (2) — (3). Det forste skridt, leest fra
venstre, beskriver selve transformationen, hvor kolonnerne i matricen beskriver, hvordan basisvekto-

rerne bliver transformerede. Fordi transformationen er lineser - og linearkombinationer forbliver - kan
vi da skrive den transformerede vektor som:

B A e

Den inverse matrice til A skal altsa nu opfylde den betingelse, at:
4 1
A1 = (10)
5 2

13

2+2
144
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I praksis bestemmes den inverse pa baggrund af reekkeoperationer, og metoden vil da ogsa blive
gennemgaet i det fplgende afsnit. Men for nu antages blot, at den inverse er givet ved nedenstaende,

hvor det gaelder, at matrixproduktet er lig den oprindelige vektor.

[ 0.66 —0.33] H B [ 0.66 ] [—0.33] B H B

=4 +5 = =v (11)
—-0.33 0.66 | |5 —0.33 0.66 2
En matrix A siges at veere invertibel, hvis der eksisterer en sddan invers matrix A~!, at AA~! =
A7'A =1, hvor I er identitetsmatricen. Det kan formelt vises, at en ngdvendig og tilstraekkelig
betingelse for, at en matrix er invertibel, er, at determinanten det(A) er forskellig fra 0. Intuitivt kan
dette forstas saledes, at der kun eksisterer en invers til en lineser transformation repraesenteret ved A,
hvis den pageeldende transformation ikke medfgrer, at alle punkter i rummet projiceres ned til en ret
linje (hvor det(A) = 0) eller reduceres til et enkelt punkt (ligeledes hvor det(A) = 0). Arsagen til, at

der i disse tilfeelde ikke findes nogen invers, er, at der ikke eksisterer nogen linesre transformationer,

der kan genskabe det oprindelige rum fra en ret linje eller et enkelt punkt.

For at finde den inverse af A ved hjelp af rackkeoperationer, opstilles fgrst den augmenterede matrix
[A|I], hvor A er matrixen, der skal inverteres, og I er identitetsmatricen af samme dimension som A.
Dyvs.

(12)
a”ll .. an/,'/ O DRI 1

Dernaest anvendes raekkeoperationer for at reducere A til identitetsmatricen I, samtidig med at de
samme raekkeoperationer anvendes pa I pa hgjre side af den augmenterede matrix. Nar A er reduceret
til I, vil matricen pa hgjre side af den augmenterede matrix veere A~'. Dette resultat fplger af,
at reekkeoperationerne transformerer A til I, samtidig med at de transformerer I til A~!, idet de

reverserer den oprindelige transformation repraesenteret ved A.

Det geelder desuden for for en vilkarlig 2 x 2 matrix

-l

at den inverse matrix A~! er givet ved nedenstaende, hvis det(A) # 0.

1 d —b
ATl = 13
ad — bC [—c a ‘| ( )
1.8.1 Bestemmelse af invers matrice (regneeksempel)

Betragt nedenstaende matrice:

= o O
— = O
e e

Den inverse bestemmes nedenfor vha. reckkeoperationerne beskrevet ovenfor:

14
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A
0o 0o 41 '400 1141 o ood 444:°°":74 400 (o -1 1
o 4 4 040 - ° 1A odo |y - o 1o Mo Flere e
1
4,004 o oA | 400 - O©4l1oo st 140 0O
' (

P

Figur 6: Rackkeoperationer til bestemmelse af invers matrice

1.9 Eigenvaerdier- og vektorer

Betragt en vilkarlig matrice, der jf. det tidligere gennemgaende, kan ses som en lineser transforma-
tion. Denne linesere transformation vil pavirke alle vektorer i rummet, men effekten pa de individuelle
vektorer er forskellig, og der er serligt en type vektorer - sakaldte eigenvektorer - der bliver trans-
formeret pa unik vis. For disse eigenvektorer galder det, at den linesre transformation medfgrer,
at selve vektorerne stadigveek forbliver pa den samme rette linje (speend), og transformationen kun
skalerer vektorernes laengde med den tilhgrende eigenveerdi. I praksis er der ikke tale om en enkelt
vektor, men alle teenkelige skalarer af vektorerne, der forbliver pa deres spaend, der bliver skaleret med
den samme eigenveerdi. Intuitionen bag ovenstaende er vist nedenfor, hvor den grgnne vektor bliver
transformeret til den lysergde vektor, og dermed ikke er en eigenvektor, da den forlader sit spaend.
Omvendt, bliver den bla vektor transformeret til den rgde vektor, og bliver pa sit spaend, hvorfor den

er en eigenvektor. Eigenveerdien er her skalaren, dvs. A = 2.

Vector Ti ion and Span
T T T

— — Original Span of v

——= Original Vector v

— — Transformed Span of v

——= Transformed Vector v
Original Span of v .

Original Vector v,
——= Transformed Vector v,

Figur 7: Visualisering af eigenvaerdier
Rent formelt gaelder det siger vi, at:

A-v=Av (14)

hvor A er eigenveerdien tilhgrende eigenvektoreren v. Bestemmelsen af eigenveerdier og eigenvektorer
er handler altsa - i principper - bare om at isolere v og A i ovenstaende ligning. Det bemaerkes

dog, i fgrste omgang, at venstre siden af lighedstegnet er et produkt af to matricer, mens hgjresiden

15
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produktet af en skalar (A) og en vektor. Derfor omskrives skalaren til:

(15)

>
o O =
S = O
_ o O

dvs. A = AL. Hvorfor (14) kan omskrives til:

A-v—-AI-v=0

(A=MX)-v=0
hvor A — A\l er:
a; — A as as
a21 aza — A a23
asy asz aszz — A

Fordi der betragtes ikke-arbitreere lgsninger (dvs. v # 0), skal vi huske tilbage til, hvad matrix multi-
plikation i virkeligheden er; linezre transformationer. Og, nar vi traekker \ gange identitetsmatricen I
fra A, eendrer vi transformationen, saledes at egenvektorerne for A nu bliver sendt til nulvektoren. For
alle andre vektorer vil denne zendrede transformation, A — AI, flytte dem til forskellige punkter, men
for egenvektorerne vil resultatet veere nulvektoren. Hvis en given lineser transformation skal medfgre,
at den transformerede vektor (v) skal veere lig 0 (dvs. A er en egenveerdi), skal der geelde, at matricen
A — )\ er ikke invertibel, hvilket jo netop vil sige, den linezere transformation transformerer vektoren
ned til en mindre dimension - i dette tilfeelde 0. Algebraisk kan det ogsa ved, at betragte, hvad der

sker, hvis A er invertibel, dvs:

(A=) - (A=AD)-v=0-(A-I)"*

v=20

...hvilket jo netop var den trivielle lgsning, som vi ikke ville betragte. Altsa skal det gaelde, at matricen
skal veere ikke invertibel, hvilket jo netop svarer til, at determinanten er lig 0 — altsa at den linesere
transformation transformere alle vektorer til en linje eller et enkelt punkt. Eigenveerdiproblemet bliver
da til:

det(A — AI) = 0 (16)

Det gaelder desuden, at detA = Ay - Ag-...- Ay, hvilket intuitivt kan forstas som, at den samlede skale-
ringseffekt som matricen A har pa rummet netop er lig med produktet af eigenveerdierne, fordi disse
er et udtryk for, hvor meget eigenvektorerne bliver skaleret. Altsa; nar vi betragter eigenveerdierne
som malestokke for, hvordan hver tilhgrende egenvektor bliver skaleret under transformationen ved
A, er produktet af disse eigenvaerdier netop et udtryk for, hvordan volumenet(i en bred geometrisk

forstand) af hele rummet gendres.

Nar egenveerdierne er fundet, bestemmes eigenvektorerne ved at betragte:

16
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ai; —A a2 e ain 71 0

as1 Gz — A --- a2y T 0
= . (17)

anl an2 e Apn — )\ Tn 0

...idet egenveerdierne jo netop er defineret til at lgse ligning (14). Herefter kan det augmenterede

matrice opstilles, som gjort nedenfor:

aip — A a2 e a1n 0
as1 Qg2 — A --- Q2n 0 a1s)
an1 an2 e Apn — )\ 0

Ved hjelp af raekkeoperationer kan ovenstaende bringes pa RREF-form, hvor lgsningerne kan afleeses.

Bemeerk, ovenstaende skal ggres for hver eigenvaerdi.

1.10 Egenveerdier- og vektorer (regneeksempel)

Betragt nedenstaende matrice:

1 -1
1 1
2 0 -2
ved at subtrahere \I fas:
2— A 1 -1
0 1-A 1
2 0 —2—A

Determinanten af ovenstaende matrice bestemmes ved hjeelp af Laplace udvikling langs den tredje

rackke, hvor den anden rackke ikke medtages, fordi der star et 0. Dvs.

1 -1

C31 = (=1)% det
m=(=1) e[l—A 1

1:1—(—1-(1—/\):2-(1—/\):2—/\

1

. 2 -\
Caz = (—1)313 det
33 = (—1) 0 1

] =(2-XN)-(1-X
Saledes bliver determinanten af A:

A=2-2-N+(=2=N2=N-(1-)
A=(2-2)2+(-2-X)(1-A)

Af nulreglen folger det, at A = 2 er den fgrste eigenveerdi, svarende til, at denne veerdi skalerer alle
tilhgrende eigenvektorer med 2. De gvrige egenveerdier findes ved at betragte den anden parentes.
Altsa:

17
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0=2+(-2-XN)-(1-2X)
0=2+(—2+2\— A+ A\
0=A+A=X1+))

Heraf fglger det, at de gvrige egenveerdier er givet ved A = 0 og A = —1, svarende til en skalering pa 0
og -1. De tilhgrende egenvektorer findes ved at betragte 3 linesere ligningssystemer. Den augmenterede
matrice for det forste ligningssystem for A = 2 er:

2—-2 1 -1 0

0 1-2 1 0

2 0 —2-210

Som lgses nedenfor:
yr=0 = 2y = b S xqm2
L A T
: 44 _74 (jo 14 jj _ [\O -1 o"j -t; :+ x3 =+
= P o o
2 o 4

Figur 8: Egenvektor til A = 2

...hvor egenvektoren er lig:

N

Vi =

1

Den anden egenvektoren (til A = 0) bestemmes pa tilsvarende vis nedenfor, hvor den augmenterede
matrice er:

21 —-110
01 110
2 0 =210

Altsa:

18
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so2x,  e> 2wq= 26024

= <= 2x.
—_— 2= t 2% i > "
i = Wq A

2 4 1 2z 2 o [[2 z o 2z 2 o — 2 2 o -
o 4 1 74: o 1 4 - [o1a = | o 14 7 S 44} g e e @ st
N o -2 2 o -2 » o 2 -2 ) o -1 ﬂjl o oo X3=+

Figur 9: Egenvektor til A =0

...hvor egenvektoren er lig:

1
Vo = -1
1

Den sidste egenvektor (til A = —1) udledes ikke her, men er lig:
1
2

V2: —
1

N[

Det vil altsa sige, at alle skalarer af vi,va og vz alene bliver skaleret af matricen A, med hhv. 2, 0

og -1.

1.11 Transponering

At transponere en matrix A betyder - lgst sagt - at bytte om pa matricens rzekker og kolonner. For en
given m x n-matrix A, hvor elementet a;; repraesenterer elementet i den i-te raekke og j-te kolonne,
vil den transponerede matrix AT vaere en n X m-matrix, hvor element a;; fra A vil svare til element

aj; i AT. Antag f.eks., at vi har en matrix A:

a b
A=|c d
e f

Dens transponerede AT vil sa veere:

A
b d f
I forhold til linesere transformationer, repraesenterer matrix-transponering en sendring af perspektivet:

fra at transformere kolonnevektorer (dvs. m x 1 vektorer) med A til at transformere rackkevektorer

(dvs. 1 x n vektorer) med AT.

1.12 Rang

Rangen af en matrix er det stgrste antal linesert uatheengige kolonner (eller rackker) i en given matrice.
Ranger fortaeller dermed - lgst sagt - hvor mange dimensioner af det oprindelige rum, der bevarer
information under transformationen repraesenteret af matricen. Formelt kan rangen af en given matrix
A noteret som rang(A), findes ved at reducere matricen til en gvre- eller nedre trekantsmatrice og
herefter teelle antallet af ikke nul reekker. Alternativt kan rangen findes ved at identificere den hgjeste
orden af minors (determinanter af kvadratiske submatricer), der er forskellige fra 0. I praksis vil
determinantmetoden veere at foretraekke i situationer, hvor der er rsekker med mange nuller, mens

reekkeoperationer er hensigtmaessige i tilfeelde af, at determinanterne er regnetunge at bestemme.
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Det geelder desuden, at en tilstraekkelig og ngdvendig betingelse for, at et linesert ligningssystem har
mindst en lgsning er, at rangen af koefficient matricen, A er lig rangen af den augmenterede matrice,

Ay, dvs.:
Ax = b, har en lgsning < r(A) = Ay (19)

1.12.1 Rang (regneeksempel)

Betragt matricen:

2 1 3 7
-1 4 3 1
3 2 5 11

Rangen bestemmes vha. determinantmetoden nedenfor:

R S Tz 2 Tz 4 E —z o1
T U > 1 i 3 1 My 1 RO VIS
2 5 11 3 s 11 T 2 11 2 2 5 1
Up= (13 114242+ 345)-(23 245+ 114

(%%+ 6+ quo- (U2 + 5+ 182) = 1791790
(zz4m§¢ze7my,g).(131«mz+74m)3§

U, =
= (Lc«“)f’ax) - (63 410-33) = Yo Uo ™o

U o= (24 da3erceard) - (3unr~2aze AT

= (83 +3a4)—(ge + Y 1) = 7?70
U% = (2 s+ 133473 5-4j72>7<g,%3+ 535 0 Ty

- <Vlo €9 *G\ *'( 2C y/lZ‘S\) -~ Ug-43:D

UU4< 31-393 =0

EpEiy

Figur 10: Bestemmelse af rang vha. (under)determinanter

W AN

Det fremgar, at metoden er szerdeles regnetung og derfor ikke er synderlig optimal i f.eks. eksamens-
situationer. Den samme opgave lgses nedenfor, hvor der benyttes reekkeroperationer til at omforme

matricen til nedre trekantsform:
_ 1 4 oS AT 3§ 4 oy AT 3T 4 oS AT 3T 7 4 6 1 3
z o4 2 [P0 L] o W g e e e $. o 2 aa
1w : 3 2 & oaa o or of oF % o o o o 1. o o o6
2 2 5 11 3 a3

Figur 11: Bestemmelse af rang vha. raekkeoperationer

Altsa er rangen 2.
1.12.2 Rang (regneeksempel)

Betragt matricen:
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-1 1 -1 -3
-2 -5 =2 0

Da der er tale om en 4x4 matrice, vil det veere meget regnetungt at bestemme rangen ved hjaelp af

alle underdeterminanter, derfor benyttes her udelukkende rsekkeoperationer, som vist nedenfor:

4 2 ~1 4 Ta -2 14 1 1 0 3

2 A 4 2 2 o s 3 o ] o S 3 -
-1 1 13 1 = o ~1 2 2 [F2° © -t -2 N/
2 5 2 O e 6 -3 v 2 S !

Figur 12: Bestemmelse af rang vha. rackkeoperationer

Np 09

0 006"
Lwo
&
LW
<
NOO Y
—
[ -
~
"
[ D—1
Goo-s
S0 w0

Hvis man undervejs ikke kan komme videre i reekkeoperationerne, men har fundet en raekke til at veere
kun 0, kan man desuden bestemme determinanten af den mindre kvadratiske matrice, der formes og

derigennem bestemme rangen. Det er gjort nedenfor:

6 3 S
S 3o = 55 ~(C9) 37)
_% w2 = ~10d A 13 =2

Figur 13: Bestemmelse af rang vha. rackkeoperationer og determinanter

Det fremgar af begge metoder, at rangen er 3.

1.13 Diagonalisering

Diagonalisering er grundleggende et nyttigt veerktgj, fordi diagonale matricer, som den nedenstaende,

er et udtryk for en simpel linezer transformation.

a 0 O

0

0 ¢ (20)
00 0 - 2z

Det geelder nemlig, at hver basisvektor i koordinatsystemet udelukkende bliver skaleret langs sin

dimension. Betragt f.eks. en 2x2 diagonal matrice:

o)

her bliver i ganget med skaleret med a langs x-aksen, mens j bliver skaleret med b langs y-aksen.

En matrix A kan diagonaliseres, hvis og kun hvis, der eksisterer en invertibel matrix P og en diagonal
matrix D sledes at D = P71AP El For at en matrix kan diagonaliseres skal den have n linesert
uafheengige egenvektorer, hvor n er dimensionen af matricen. Matricen P er defineret til at have

egenvektorerne som sine kolonner:

2Det givne udtryk kan omskrives PDP ! ved at gange begge sider af lighedstegnet med P og P~1
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P = Vi Vo Vn
| |

Matricen D er en diagonal matrice med egenveerdierne pa diagonalen:

A 0O - 0

0 X -+ 0
D:

0 0 - M\,

Inversen af matrix P betegnes P~! og opfylder:

P 'P=PP =1

...hwvor I er identitetsmatricen. Det er saledes ikke overraskende, at egenveerdier- og vektorer dukker
op i sammenhaengen med diagonalisering, da disse jo netop opfylder, at egenvektorerne blot skaleres

og ikke transformeres yderligere.

1.13.1 Diagonalisering (regneeksempel)

1 2
30
Egenvaerdierne findes ved at betragte:

1—A 2
det =0
3 0-2A
Den karakteristiske ligning bliver da (1 — \) - (—A) — 6 = 0, som kan omskrives til: A> — X\ — 6 = 0.
Andengradsligningen lgses ved fgrst at betragte determinanten: (—1)2 — (4-1-(—6)) = 1+24 =25

Betragt matricen:

og herefter bruge lgsningsformlen for andengradsligninger, dvs:

1+5
T=——=3A-2 (21)

Eigenvaerdierne er altsa A = 3 og A = —2. De tilhgrende eigenvektorer findes forst for A = 3, hvor:

Y R N

~%q X 20 &\ Kq =2

ia

[VIEN

o

Figur 14: Bestemmelse af eigenvektor (A = 3)

dvs. eigenvektoren er lig vi = (1, 1). Eigenvektoren hgrende til A\ = —2 bestemmes forneden:

Dvs. eigenvektoren er v = (2, —3). Disse er lineert uathengige. P og D bliver da:
1 2
P =
1 -3
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3 2 T327)% ng xq ¢§He0
HE e

Figur 15: Bestemmelse af eigenvektor (A = —1)

Den inverse til P findes ved at benytte

B 1 [-3 -2
P 1:(—3)—2[1 11:[

Den diagonaliserede matrice er da givet ved P"1AP, dvs:

(SN [VN]

cn" oo
[ay
| I

4l o) o
—
I
(P
“9ln ks
AN ¢l

12
a2 -3
r2.¢ 7 19
-3¢ 4.2 _[‘sb
2 | o
3% -6 e

5

Figur 16: Bestemmelse af den diagonaliserede matrice

1.14 Spektral teoremet for symmetriske matricer

Lad A vezere en n x n symmetrisk matrix, det vil sige A = AT, hvor AT er den transponerede af A.

Sa geaelder det, at:

1. Alle egenveerdier for A er reelle.

2. Egenvektorerne for A, der svarer til forskellige egenvaerdier, er ortogonale (dvs. star vinkelret

pa hinanden).

3. A kan diagonaliseres ved en ortogonal matrix P, saledes at A = PDP”, hvor D er en diagonal

matrix med As egenveerdier pa diagonalen, og kolonnerne i P er de normaliserede egenvektorer

af A.

Teoremet garanterer saledes, at symmetriske matricer diagonaliseres pa en pen made, hvor den

matrix, der bruges til at diagonalisere A, er ortogonal, dvs. P! = P7T, og dens kolonner er de

ortogonale (eller orthonormale, hvis de er normerede til 1) egenvektorer af A.

For at normalisere vilkarlig vektor egenvektor v = (x1, 23, ..., z,), skal vi dividere vektoren med dens

norm. Normen af en vektor v, betegnet ||v||, er givet ved:
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IVl = \Ja3+a3+...+a2
Den normaliserede vektor v er sa givet ved:

. A%
vV=—
(vl

hvor
5 ( T T2 Tn )
V= .,
vl vl v
Dette sikrer, at ||¥|| = 1.

1.15 Kvadratiske former og definithed

En kvadratisk form i n variable er en funktion @ af formen:

n n
Q(Jfl, e ,.Tn) = Z Z Qi T;T5 = auxf + a1221T2 + ... + G55 ...+ anna:i (24)
i=1 j=1
Hvis vi antager at * = (21, Z2,...,%n) 08 A = (@i;)nxn, s& folger det fra definitionen af matrixmul-

tiplikation at:

Q(z1,....2a) = Q(x) = x" Ax

For at udtrykke en kvadratisk form med en symmetrisk matrix A, fordeles ikke-diagonale konstanter

a;; jeevnt mellem de symmetriske positioner i matrixen ved at gange dem med % Sa hvis a;jz;x; er

Qg

et led i den kvadratiske form for i # j, vil a;; og aj; optreede i matricen A som —*. Hermed sikres

det , at udtrykket 7 Ax genskaber den bevarer den oprindelige kvadratiske form. Et eksempel pa en

sadan kvadratisk form - der omskrives til matriceformat - er givet ved:

Q(x1, w0, x3) = 323 + 6123 + 12 — 4aoxs + 83:%

...der kan omskrives til:

Q= 317% + 0x12o + 3x123 + Ox0q + x% — 2xox3 + 3T3211 — 203%0 + 81:%

Hvor det geelder, at x7 Ax for:

3 0 3 T
A=10 1 =2|Ax= |z (25)
3 -2 8 I3
Den generelle symmetrisk matrix A for en kvadratisk form i variable x1, xo, ..., x, er givet ved:

B a a aipn |

a a a2n

Q1n G20 O30

L2 2 2 Gnn |
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hvor a;; er koeflicienten for leddet x;x; i den kvadratiske form, og for ¢ # j, er koeflicienterne i

%4 for at sikre symmetri.

matrixen A givet ved

1.15.1 Principal minor og leading principal minor
Betragt nedenstaende matrice:
ai1  G12 Q13

Ga21 a2z a23

azy azz ass

For denne matrice er principalminorerne determinanterne af alle mulige kvadratiske submatricer,

herunder 1x 1, 2x 2, og selve 3 x 3-matricen. 1 x 1-principalminorer er selve elementerne pa diagonalen:
e Ay =an
o Ay =ay
o Az =as3

2 x 2-principalminorer findes ved at tage determinanten af hver 2 x 2-submatrice, hvor hver raekke med
1X1 principalminoren og den tilhgrende kolonne slettes en af gangen. I den fgrste 2x2 principialminor

er reekke 3, kolonne 3 saledes slettet osv.:

a1l a2
[ ] M1 =

a21 a22

a11 a3
[ ] M2 =

a1 ass

a22 A23
o M=

a32 as3

3 x 3-principalminoren er determinanten af hele matricen:
ail a2 a13
o My=laz a2 a3

azi1 asz ass

De fgrende Principalminorer er en seerlig sekvens af principalminorer, der inkluderer:
e Den 1. fgrende principalminor: Ay = aq;

a a
e Den 2. fgrende principalminor: Ay = 1 e

a21 Aa22

ailr a1z a3
e Den 3. fgrende principalminor: Az = |ae; a2 a3

asz1 asz a3z

Principialminorerne bruges til at bestemme en en kvadratisk forms definithed, der beskrives nsermere
i det fglgende afsnit.
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1.15.2 Definithed af kvadratiske former
En kvadratisk form Q(x) og dens tilhgrende symmetriske matrice A er...
e positivt definit, hvis Q(x) > 0 for alle x # 0.
e positivt semidefinit, hvis Q(x) > 0 for alle x.
e negativt definit, hvis Q(x) < 0 for alle x # 0.
e negativt semidefinit, hvis Q(x) < 0 for alle x.
e indefinit, hvis de ledende principialminorer tiltager bade positive og negative veerdier.

Der er flere forskellige test til at afggre en kvadratisk forms definithed, den forste tager udgangspunkt
i de principal minors og leading principal minors, og er defineret som fglger, hvor Dy henviser til

leading principal minors og Ay henviser til en arbitraer principal minor:
e () er positivt definit, hvis og kun hvis, alle Dy, >0 for k=1,...,n.
e () er positivt semidefinit, hvis og kun hvis, alle A > 0 for alle principalminorer af orden k.
e () er negativt definit, hvis og kun hvis, (=1)*Dy > 0 for k =1,...,n.

e () er negativt semidefinit, hvis og kun hvis, (—1)*A;, > 0 for alle principalminorer af orden

k.

e () er indefinit, hvis der eksisterer vektorer x # 0, sa Q(x) tager bade positive og negative

veerdier.

Betragt igen fglgende matrice:

3 0 3
A=10 1 -2
3 -2 8

Nedenfor bestemmes de enkelte ledende minors:

A oy =3
20|
/—(2 = lO’l\_g
Ao - \f; P :(3-1?)—(s43+(—2)~(—zn\
2
LR LI RIS

Figur 17: Bestemmelse af definithed vha. minors

I praksis er det ofte nemmere at bestemme definitheden af en kvadratisk form vha. dens egenveerdier,

hvor det gezelder, at:

(a) @ er positivt definit, hvis og kun hvis, alle de (reelle) egenveerdier af A er positive.
(b) Q er positivt semidefinit, hvis og kun hvis, alle de (reelle) egenveerdier af A A er ikke-negative.

(c) @ er negativt definit, hvis og kun hvis, alle de (reelle) egenvaerdier af A er negative.

26



Note om lineaer algebra pa Matematik B, Levi van Boekel 2. semester, Pkonomi

(d) @ er negativt semidefinit, hvis og kun hvis, alle de (reelle) egenveerdier af A er ikke-positive.

(e) Q er indetermineret, hvis A har bade positive og negative (reelle) egenveerdier.
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