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Resumé

Den fglgende formelsamling har til formal at introducere de vigtigste koncepter i kurset Mate-
matik Bl gennem savel formler og eksempler (hvorfor ordet formelsamling i traditionel forstand
er misvisende og sattes i kursiv). Formelsamlingen er udarbejdet med udgangspunkt i kursets
leerebog (Further Mathematics For Econonomic Analysis, Sydsatter et al.) forelsesningsmateriale
fra Thomas Jensen, samt dialog med CHATGPT-4. Der henvises til en tidligere udgivet note om
lineser algebra pa Matematik B|for en dybere gennemgang af koncepterne indenfor dette omrade,
selvom de vigtigste formler og koncepter ogsa bergres i denne formelsamling.
— Kgbenhavn, maj 2024


https://kurser.ku.dk/course/aØkb08007u
https://kurser.ku.dk/course/aØkb08007u
https://vanboekel.dk/note-om-lineaer-algebra-paa-matematik-b/

Formelsamling Matematik B, Levi van Boekel

2. semester, @konomi

Indhold

11 Nyttige tips og tricks| 4
[1.1 Faktorisering af polynomier| . . . . . . . . . . . ... 4
[1.2  Regneregler for potensfunktioner| . . . . . . ... ... o oo 4
[1.3  Regneregler for differentiation| . . . . . . . . . .. .. .. ... .. ... 5
(1.4  Regneregler for integration|. . . . . . . . . . ... L )
[L.5  Regneregler for logaritmer| . . . . . . . . ... Lo 6
[1.6  Regneregler for determinanter| . . . . . . . . .. ... Lo oL oo 6

|2 Linezer algebral 7
2.1  Matrix multiplikation] . . . . . .. ..o 7
22 Determinanter] . . . . . . .. 7

2.2.1  Ved Saurus regel for 3X3| . . . . .. ... o 8
2.2.2  Ved Laplaceudvikling for NxN matricer| . . . . . .. ... .. ... ... ... 8
2.2.3  Ved rackkeoperationer| . . . . . ... oL 9

[2.3  Lineare ligningssystemer|. . . . . . . . . .. . Lo 10
2.4 Inverse matricerl. . . . . . . . .o e e 12
2.5 Egenveerdier|. . . . . . .. Lo 14
2.6 Egenvektorer| . . . . . . . L 15
[2.7 Transponeringl. . . . . . . ... oL e e e e 16
8 Rang|. . . . . . e 17
[2.9 Diagonalisering] . . . . . . . . . 18
[2.10 Kvadratiske former og definithed| . . . . . . . . . .. .. ... oo 20
[2.10.1 Principal minor og leading principal minor| . . . . . ... .. ... ... .... 20
2.10.2 Definithed af kvadratiske formerl . . . . . . . .. ... ..o 21

[2.11 Lineser athsengighed| . . . . . . . . o oo 23

24
Bl _Gradienferl. . . . .« o o 24
[3.2  Retningsafledte] . . . . . . . . . 25
[3.3  Konkave og konvekse maengder| . . . . . ... Lo 25
[3.4  Hessematricen til bestemmelse af konkavitet og konveksitet| . . . . . . ... ... ... 26
[3.5 Nyttige resultater om konkave/konvekse funktioner| . . . . . . . . . ... ... ... .. 27
[3.6  Quasikonkave- og konvekse funktioner| . . . . . ... ..o Lo 28
[3.7  Bordered Hessematrice til beregning at quasikonkavitet|. . . . . . .. . ... ... ... 29
[3.8  Lagrance problemet for n-variable| . . . .. ... ... ... 0o o000, 30

4 Integralregning]| 32
[4.1  Dobbeltintegraler over produktmengder| . . . . . . . .. ..o 32
[4.2  Dobbeltintegraler over generelle meengder| . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 33

[ Differensligninger]| 35

16 Differentialligninger| 36
[6.1 Lgsning ved separation af de variable[. . . . . .. ... .. ... ... ... ... ... 36
[6.2  Lgsning ved panserformlen| . . . . . . . . . 37




Formelsamling Matematik B, Levi van Boekel 2. semester, @konomi

Denne side er med vilje efterladt uden indhold.



Formelsamling Matematik B, Levi van Boekel 2. semester, @konomi

1 Nyttige tips og tricks

1.1 Faktorisering af polynomier

Faktorisering af et polynomium indebarer at skrive det som et produkt af mindre polynomier. Betragt

et vilkarligt andengradspolynomium

P(z) = ax® +bx +c

Vi gnsker at finde to tal, m og n, der opfylder betingelserne:

m-n=a-c og m+n==~o

Nar disse tal er fundet, kan polynomiet skrives som:

P(z) = a(z —a)(z - p)

hvor « og 8 er rgdderne af polynomiet, som kan findes ved hjeelp af faktorisering eller kvadratisk
formel. For f.eks. at faktorisere A> — A — 2 finder vi to tal, der multipliceres til -2 og summeres til -1.

Disse tal er -2 og 1, sa:

MoA—2=A=2)(A+1)

Alternativt kan diskrimantmetoden altid bruges. Her er;

D =b* — 4ac (1)

2a 2a

s, (w()) - <M0> @

1.2 Regneregler for potensfunktioner

(a-b)"=a"-b"
() -+
a®=1
1
a " = —

ar
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a

N 1
a=ar
s N r
a” =a-s

Vab=va-i

a_Va

b Vb

\/&:a%

1.3 Regneregler for differentiation

Afledet funktion

1.4 Regneregler for

Funktion
y=1r@) |y =r@=)=g=7L(w)
a-r+b a

k 0
In(z) 121
e e’
ekm k- ekm
a® a® - 1n(a)
e a- wa—l
1_ -1 — g2
cos(x) —sin(z)
sin(x) cos(x)
integration
Funktion | Stamfunktion
f(x) J f(x) da
a a-x
In(z) z-In(z) —x
e e’
eka: %ekm
z a”
a In(a)
a 1 a+1
z pEStill
1=yg? In|z|
VI =x2 2oz = %ac%
cos(x) sin(x)
sin(z) —cos(x)
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1.5 Regneregler for logaritmer

In(ab) = In(a) + In(b) (Produktreglen)
In (7> =In(a) —In(b) (Kvotientreglen)

In(a®) = b-In(a) (Potensreglen)

(Skift af basis)
In(e) =1 (Naturlig logaritme af e)
In(1) =0 (Logaritme af 1)

In(e”) =z (Logaritme af en potens af e)

=z (Eksponentialform)

In(z)

In(e") =2 og e =1z (Inverse egenskaber)

In ({/a) = In(a'/") = %ln(a) (Logaritme af en rod)
1.6 Regneregler for determinanter
det(AT) = det(A) (Transponering)
det(AB) = det(A) det(B) (Produktreglen)

1
~ det(A)

det(A™1) (Invers matrix)
det(cA) = " det(A) (Skalering, hvor A er en n x n matrix)
det(I) =1 (Identitetsmatrixen)
Hvis A har en nulreekke eller nulsgjle, sa er det(A) =0

Hvis to rackker eller to sgjler i A er ens, sa er det(A4) =0

Hvis A er trekantet (gvre eller nedre), sa er det(A) = produktet af diagonalelementerne
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2 Lineser algebra

2.1 Matrix multiplikation

Matrixproduktet mellem A og B kun er defineret, hvis antallet af kolonner i A er lig antallet af
reekker i B. Formlen er vist nedenfor, og kraever netop, at vi ganger en rackke fra A med en kolonne

fra B, hvorfor fgrstnevnte ma gaelde.

o o e R

Hvilket for stgrre matricer er givet ved:

ae+bg af +bh

(3)
ce+dg cf+dh

a1 as as b1 by bs ¢1 ¢y c3
as a5 Gg X by bs bg = C4 C5 Cg
ar as ag by bg by Cr €8 C9

Det gaelder desuden, at: Lad A vaere en n x m matrix, og lad B veere en m X k matrix. Produktet

af A og B er en ny matrix C, som er en n X k matrix.

Eksempel 1: Beregning af matrix produkt

Betragt folgende matricer

2 5 3 1
A=12 0 6/, B=|-1 0
1 -2 4 3

Hvor matrixproduktet er givet ved:

2 5 3 1 4 5
2 0 6|-(-1 0 4
1 -2 4 3 6 2

[ 2.145-(-1)+3-3 2:4+5-0+3-6 2.5+5-4+3-2
=| 2-14+0-(-1)+6-3 2:44+0-0+6-6 2-54+0-4+6-2
[1-1+(=2)-(-1)+4-3 1-4+(-2)-0+4-6 1-5+(-2)-4+4-2

[2-54+9 840418 10+20+6

=] 2+18 8 + 36 10 + 12
[1+2+12 4424 5
[6 26 36

=120 44 22
|15 28 5

2.2 Determinanter

Determinanter kan grundleeggende beregnes pa 3 forskellige mader: (1) Saurus regel (gaelder kun for
3x3), (2) Laplace udvikling og (3) ved rackkeoperationer. Alle tre lgsningsmetoder gennemgas i det
folgende.
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2.2.1 Ved Saurus regel for 3X3
Saurus regel geelder kun for 3x3 matrixer tilsiger, at determinanten kan findes som:

+ o+ 4+
a1l a12 a13 ail a12

AN

a21 a22

-

a21 a22

. AN

a31 a32 a33 a31 a32

-
-
-

a23

A
Ho A

hvor determinanten er givet ved: det(A) = ajja20a33+a12a93a31+a13a21a32—(a13a22a31 +a11093a32+

a12a21a33)

Eksempel 2: Beregning af determinant (Saurus regel)

Betragt folgende matrice:

4 0 2
A=1|1 0 4
1 -2 4

Determinanten kan nu beregnes som:

det(A)=4-0-4+40-4-142-1-(=2)—(1-0-2+(=2)-4-4+4-1-0) = —4— (—32) =28

2.2.2 Ved Laplaceudvikling for NxN matricer

Givet en matrix vilkarlig NxN matrice:

a b c
A=1d e f
g h 1

Kan determinanten af A, beregnes vha. Laplace udvikling langs en hvilken som helst rackke. Oftest
veelges den raekke, hvor der er flest O’er, fordi man her ikke skal regne underdeterminanterne. Fordi

der ikke er nogle 0’ere i A udvikles langs den fgrste raekke. Dvs:
det(A) =a-Ci1 +b-Cra+c-Ci3
hvor C;; er kofaktoren for element a;;, defineret som:
Cij = (1) My

og M;; er determinanten af submatricen, som opnas ved at fjerne rackke i og kolonne j fra A.

For den fgrste raekke i vores matrix bliver cofaktorerne:

f} =ei— fh

011 = (—1)1+1 det [e
h 1

Cip = (—=1)'2 det [d f} = —(di — fg)
g 1
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. d
013 = (71)1+3 det l

e
=dh—e
g h] /

Saledes bliver determinanten af A:

det(A) =a-(ei — fh) —b-(di — fg) + c- (dh — eg)

Eksempel 2: Beregning af determinant ved Laplace udvikling

Betragt folgende matrice:

4 0 2
A=1]1 0 4
1 -2 4

Det ses nemt, at laplaceudvikling langs den anden fgrste eller anden rakke er oplagt. Her

veelges den 2. rackke:

0 2 4 2 4 0
det(A) = —1**1 .1 4+_12+2'01 +—12+3.41 )
B 0 2 4 2 4 0
-2 4 1 4 1 -2
=-1-((0-2)=(2-(-2))+0-4-((4-(=2))-0-1)
= 4132=28

2.2.3 Ved raxkkeoperationer

Formalet med raekkeoperationerne er, at omdanne en given matrice til gvre eller nedre trekantsform,

idet determinanten her kan findes som produktet af alle elementer i diagonalen. Et eksempel heraf

gennemgas nedenfor.

Eksempel 3: Beregning af determinant ved raekkeoperationer

Betragt folgende matrice:

4 0 2
A=1|1 0 4
1 -2 4

M o2 77,1 % o o % o o
7 o ® - 1 o U 7 = o 2 °
1 a1 1 “

17 -24

hvor determinanten produktet langs diagonalen:

det(A):%-2-4:28
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2.3 Lineare ligningssystemer

Et linezert ligningssystem af formen:

011%1 + G12T2 + - - + A1 Ty = by

a21%1 + A22%2 + -+ + A2p Ty, = bo

Am1T1 + Am2aZ2 + -+ + AppTn = bm

Kan omskrives til matriceform:

a1 a2 -+ QAin T by
a21 azz A2n €2 by
Am1 Am?2 e Amn Tn bm

Hvor den endelige matrice, man udfgrer rackkeoperationer pa bensevnes den augmenterede matrix og

er givet ved:

air a2 - A | b
a21 Gz -+ Gan | b2
Am1 am?2 e Amn an

Det kan desuden tilfgjes, at der for et kvadratisk system af linezere ligninger (dvs., antallet af ligninger
er lig med antallet af variable) geelder, at systemet har en unik lgsning, hvis determinanten er forskellig
fra 0. Det skyldes, at A her er invertibel (beskrives i 1.6), og lgsningen kan findes ved x = A~ 'b,
fordi A='A = 1. Eksempel 4 gennemgar en lgsning af et ligningssystem, hvor der er ikke er nogle

frie variable.

Det homogene ligningssystem har ikke trivielle lgsninger netop, hvis determinanten af
koeficientmatricen er lig med 0. Det betyder, at hvis determinanten af koefficientmatricen er
0, vil der veere ikke trivielle lgsninger, mens en determinant forskellig fra 0 angiver, at der kun er

trivielle lgsninger (og uendelig mange lgsninger, hvor vi udtrykker variable som parametre).

Eksempel 4: Lgsning af linesere ligningssystemer (ingen frie variable)

Betragt systemet af linezere ligninger:

—256‘1 —31‘2 — X3 =6
21’2 — T3 = -2

—x1+ 22 — 23 =—1

Der kan repraesenteres ved den augmenterede matrix:

10
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-2 -3 —-1| 6
0 2 =l =2
-1 1 -1]-1

Systemet lgses ved brug af reekkeoperationer:

—
L oON
L Nw
L
.;'\_\
R
—
TN
)~
A N only
1
LA N
-
]
BN
N
l
—
g 0 ~
Nt N Nw
N S
FY
N
-
J\Ilf
W

Hvor lgsningerne til ligningssystemet er:

561:1
£C2:—2
1}3:—2

Der kan ogsa veere tilfeelde, hvor ligningssystemet har en fri variabel. Her kan det stadigveek lgses,

blot skal den frie variabel udtrykkes som parameter. Eksempel 5 gennemgar et eksempel heraf.

Eksempel 5: Lgsning af linesere ligningssystemer (1 fri variabel)

Betragt systemet af linesere ligninger:

4r1 — 9 + 323 = —9
2x1 +x9 — 623 =6

2251 — T3 = -1
Der kan repraesenteres ved den augmenterede matrix:

4 -1 3 |-9

Systemet lgses ved brug af reekkeoperationer:

11
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—
N <
o =~ 4
S Lw
1 /
N e
N
L5
N
L}
S
NN
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Ll
‘ .
RPN
P
o
4
"
~
SN
(2NN
\ﬂrw
o e ow
~
L3
s
—
&N
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w o0
-
< 7
wi

4
e ! - - =y - =1-4
| © 4 -5 3 D PN L & -2Xq
O oo |0 6o o | o Xy - T4 - F %4 =4+%)
[ i
L. w = ¥+ 5
:‘L
23

Hvor lgsningerne til ligningssystemet er:

2.4 Inverse matricer

For at finde den inverse af A ved hjelp af rackkeoperationer, opstilles fgrst den augmenterede matrix
[A|I], hvor A er matrixen, der skal inverteres, og I er identitetsmatricen af samme dimension som A.
Dvs.

(4)
anl .. ann O DR 1

Dernaest anvendes raekkeoperationer for at reducere A til identitetsmatricen I, samtidig med at de
samme raekkeoperationer anvendes pa I pa hgjre side af den augmenterede matrix. Nar A er reduceret
til I, vil matricen pa hgjre side af den augmenterede matrix veere A~!. Dette resultat fplger af,
at reekkeoperationerne transformerer A til I, samtidig med at de transformerer I til A~!, idet de

reverserer den oprindelige transformation repraesenteret ved A.

Det geelder desuden for for en vilkarlig 2 x 2 matrix

a=fo ]

at den inverse matrix A~! er givet ved nedenstaende, hvis det(A) # 0.

e [d —b] -

Eksempel 6: Beregning af invers til 3x3 matrice

Betragt folgende matrice:

12
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>

Il
= o O
= = O
— =

Ved hjalp af raekkeoperationer kan A omformes til en identitetsmatrice, hvor den inverste

matrice, A~1 kan afleeses pa hgjre side;

~1

A

@) I'1 oo é/
© /L'O'L | vra 001794 A 00 1 o=11
° 1 1 © ©14 | o010 4] @10 e
oo 1 591 | 400 o1 | 100

17 11

Altsd er A1,

0 -1 1
Al=1-1 1 o0
1 0 0

Dette kan dobbelttjekkes ved at beregne A~1- A og se, om det giver identitetsmatricen. Hvis

det er tilfzeldet, er den inverse fundet korrekt. Se nedenfor:

0 -1 1 0 0 1
=|-1 1 10 1 1
1 0 O 1 1 1

0-0+-1-041-1 —1-0+1-040-1 1-040-0+0-0
=10-0+-1-141-1 —1-04+1-140-1 1-040-1+0-1
0-1+-1-141-1 —1-141-140-1 1-140-1+0-1

Il
=
oS = O
= O O

0 11
1 2
3 3

13
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Hvor det dobbeltjekkes nedenfor:

2 3] [o 1
oo 'L —gl
[ 20431 1-0+0-1
C2143(-) 1-1+0~(—§)1
[1 0
“ o1

2.5 Egenvardier

Egenveerdierne til en vilkarlige matrice kan findes ved:

det(A —AI)=0
hvor A — Al er:
ayp — A as as
a21 azp — A a23
asy ass azs — A

Eksempel 7: Beregning af egenvaerdier

Betragt nedenstaende matrice:

1 -1
A= 1 1
0 -2
ved at subtrahere \I fas:
2— A 1 -1
0 1-—X 1
2 0 —-2—-A

Determinanten kan nu findes ved Laplace udvikling langs den anden rakke, hvor det forste
led ikke medtages fordi der star et 0. Kofaktorerne (uden hhv. 1 — A og 1) bliver til:

Caa = (—1)°*? det _2? _; A} =1-(2-2:(-2-2) —(-1-2))
—(2=-X-(=2=-3+2)
Ca3 = (—1)*"3 det 2;A 31:—1-((2—)\)-0—(1-2))

=2

14
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Hvorfor den samlede determinant bliver:

Det kan ses, at A = 0 er den fgrste rod, hvorefter andengradsligningen lgses nedenfor:

D=1"—(4-(-1)-2)=1+8=9
—-1+v9 _ 2

= 7:_1
e = =2
-1-v9 —4

x2:7:7:2
) -2

Altsa er egenveerdierne: A = —1,\ = 0, A = 2. Alternativt kunne udtrykket ogsa veere blevet
faktoriseret, ved indledningsvist at gange med minus 1, sa det bliver til: (—=A? — X —2) og finde
to tal, der ganget med hinanden giver ac = —2 (muligheder 1 og -2 eller -2 og 1) og herefter
finde to tal, der tilsammen giver b = —1 (igen 1 og -2 eller -2 og 1), hvorfor det samlede udtryk
kan skrives som:

—(A=2)-(A+1)

Hvilket er lettere at finde roden af.

2.6 Egenvektorer

Nar egenveerdierne er fundet, bestemmes egenvektorerne ved at betragte:

aip — A a2 - a1n x1
a21 Gz — A --- a2n T2
an1 an2 T Apn — )\ Tn 0

...idet egenveerdierne jo netop er defineret til at lgse A - v = X - v. Herefter kan det augmenterede

matrice opstilles, som gjort nedenfor:

app — A ai2 e ain 0
a1 agy — A - Qon 0 -
an1l aAn2 e Apn — )\ 0

Ved hjelp af reekkeoperationer kan ovenstaende bringes pa RREF-form, hvor lgsningerne kan aflzeses.

Bemzeerk, ovenstaende skal ggres for hver egenveerdi.

15
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Eksempel 8: Beregning af egenvektorer

Fra eksempel 7 har vi felgende egenvektorer: A = —1, A\ = 0, A = 2. Vi finder kun egenvektoren
egen tilhgrende til den fgrste egenveerdi i dette eksempel A = —1;

2-¢A 1 -1y I 2 1 -1)
&O 1-¢1) 4 \ o . 7;‘ o 2 4

2 o rzrmj/ ) i o 2 -%]e3)
31
<O 5 R 1

o 2

wiv

kS
o
) 74"3’50
5 2 4 ftczq

-1
2l s
1 jﬂ © o O 06 o
Al
@ 3%+ 3y, 0 SR T
2
® 2t o S ¥, 14
Hvorfor egenvektorerne til A = —1 er givet ved:
1
2
v=t —%
1

Beregningen af de gvrige egenveerdier efterlades til laeseren.

2.7 Transponering

At transponere en matrix A betyder - lgst sagt - at bytte om pa matricens rackker og kolonner. For en
given m x n-matrix A, hvor elementet a;; repraesenterer elementet i den i-te raekke og j-te kolonne,
vil den transponerede matrix AT vaere en n x m-matrix, hvor element ay; fra A vil svare til element

aj; i AT. Antag f.eks., at vi har en matrix A:

a b
A=|c d
e f

Dens transponerede AT vil s& veere:

AT_ace
b a4 f

For 3x3:
a1l a2 ais
A= a21 Q22 423
azi1 asz ass
Transponeret:

a11  ag1 a31
AT _
= |aG12 agz2 as2

@13 a23 ass

16
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Eksempel 9: Transponering af matrice

Betragt folgende matrice:

Der transponeret bliver til:

1 4
AT =12 5
3 6
Betragt desuden:
1 2 3
A=14 5 6
7 8 9

Hvor den transponerede matrice er A7

AT =

W N =
S Ut
© 00

2.8 Rang

Rangen af en matrix er det stgrste antal linesert uatheengige kolonner (eller rackker) i en given matrice.
Formelt kan rangen af en given matrix A, noteret som rang(A), findes ved at reducere matricen til en
ovre- eller nedre trekantsmatrice og herefter teelle antallet af ikke nul rackker. Alternativt kan rangen
findes ved at identificere den hgjeste orden af minors (determinanter af kvadratiske submatricer), der
er forskellige fra 0. I praksis vil determinantmetoden vaere at foretraekke i situationer, hvor der er
raekker med mange nuller, mens raekkeoperationer er hensigtmaessige i tilfzelde af, at determinanterne
er regnetunge at bestemme. En matrix siges at veaere regulaer, hvis den er fuld rang, mens den

benaevnes singulaer, hvis den ikke er af fuld rang.

Det galder desuden, at en tilstraekkelig og ngdvendig betingelse for, at et linesert ligningssystem har
mindst en lgsning er, at rangen af koefficient matricen, A er lig rangen af den augmenterede matrice,
Ay, dvs.:

Ax = b, har en lgsning <= r(A) = Ay (8)

Et framework til determinantmetoden er givet ved:

1. Identificer kvadratiske under-matricer: For en given m x n matrice A, find alle kvadratiske

under-matricer. En kvadratisk under-matrice har dimensionerne k x k, hvor k < min(m,n).

2. Beregn determinantene: Beregn determinantene af alle kvadratiske under-matricer af for-

skellige storrelser k.

3. Find den stgrste ikke-nul determinant: Start med under-matricer af stgrrelse k x k, og

arbejd ned til 1 x 1 matricer. Hvis du finder en k x k under-matrice, hvis determinant er forskellig
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fra nul, sa har matricen rangen k (hvis du har beregnet determinanten af alle hgjere ordner).

4. Bestem rangen: Den stgrste veerdi af k, hvor mindst én k x k under-matrice har en ikke-nul

determinant, er rangen af matricen.

Eksempel 10: Beregning af rang vha. determinantmetoden

Betragt folgende matrice:

Underdeterminanter, bestemmes nedenfor, hvor determinanten af den hgjeste orden er givet

ved:

det(A)=(1-5-9+2-6-7+3-4-8)—(7-5-3+8-6-1+9-4-2)
= (45 4 84 + 96) — (105 + 48 + 72) = 0

Altsa er rangen ikke lig 3. Der betragtes nu en vilkarlig underdeterminant, hvor det kan ses,

at determinanten er forskellig fra 0. F.eks:

2
det 5 =2-6-3:-5=12-15=-3
5 6

Det folger heraf, at rangen af matricen er lig 2.

Tilsvarende kan rangen bestemmes ved at omdanne den givne matrice eller en gvre eller nedre tre-

kantsmatrice og teelle antallet af ikke nul raekker. Et eksempel er vist nedenfor:

Eksempel 11: Beregning af rang vha. reekkeoperationer

Betragt folgende matrice:

2 01 3 7 \4 1 23 2 143 2

2 4
/"‘434 =~1qs;ﬂ],(o§§§/“
\31&11 3 2§ (O ogag]‘ﬁ

2

»’4327§ 10 13
Mo 11 4 Tlo 1 a1
0080 6 oo

Da der er to ikke nul rackker (1 og 2) folger det, at rangen er lig 2.

2.9 Diagonalisering

En matrix A kan diagonaliseres, hvis og kun hvis, der eksisterer en invertibel matrix P og en diagonal

matrix D saledes at:
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D=P AP < A =PDP!

For at en matrix kan diagonaliseres skal den have n linesert uafhesengige egenvektorer, hvor n er
dimensionen af matricen. Matricen P er defineret til at have egenvektorerne som sine kolonner.

Egenvektorerne skal dog veere normaliseret, dvs. have leengden 1. Det ggres ved:

Vi
u;, = —
[[vill
hvor ||v;|| er laengden af v;. Lad nu vy, ..., v, betegne de normaliserede vektorer. Sa bliver P
o |
P=1|vy vo -+ v,

Matricen D er en diagonal matrice med egenveaerdierne pa diagonalen:

A O - 0

0 X - 0
D=

0 0 - A\,

Det vigtige er her, at egenveerdier- og vektorer matcher dvs. at hvis Ay star i fgrste kolonne, skal vy

o0gsd std i fgrste kolonne! Den inverse af matrix P betegnes P~! og opfylder:

P 'P=PP =1

...hvor I er identitetsmatricen.

Eksempel 12: Beregning af diagonaliseret matrice
I gning g

Betragt folgende matrice:

()

Med tilhgrende egenveerdier Ay =5 og Ay = 2, hvorfor D bliver til:

o-[i

Egenvektorerne er sa:

med leengder:

Ivall = V5, lvall = V5

De normaliserede egenvektorer er:
1 =2
=5 )-(F) =-%()-G)
V5 \2 NG VB 1 7
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Hvorfor P kan skrives som:

She Sl
Sl

2.10 Kvadratiske former og definithed

En kvadratisk form i n variable er en funktion @ af formen:

n n
Q(.’El, e 7l'n) = Z Zaijxixj = aum% + a12X1T2 +...+ aijmiacj oo+ annxi (9)
i=1 j=1
Hvis vi antager at = (21,22, ...,%n) 08 A = (@ij)nxn, s& folger det fra definitionen af matrixmul-

tiplikation at:

Q(z1,...,1,) = Q(x) = xT Ax

For at udtrykke en kvadratisk form med en symmetrisk matrix A, fordeles ikke-diagonale konstanter

a;; jeevnt mellem de symmetriske positioner i matrixen ved at gange dem med % Sa hvis a;jziz; er
a;j
2.1
det , at udtrykket 7 Az genskaber den bevarer den oprindelige kvadratiske form. Et eksempel pa en

et led i den kvadratiske form for ¢ # j, vil a;; og a;; optreede i matricen A som . Hermed sikres

sadan kvadratisk form - der omskrives til matriceformat - er givet ved:

2 2 2
Q(z1,x2,3) = ax] + bxri1xs + cxy — drows + exs

...der kan omskrives til:

Q= az? + Qeymy + Dwys + Dy + ol + 0 + ex}
=ax]+ =T1T2 + —T1T3 + —x2x1 + CT5 — —ToT3 + —T3xT] — —T3To + €I
1T 5%+ 31Ty F STl 27 Ta¥3 T 5T — ST 3
Hvor det geelder, at x7 Ax for:
3 0 3 1
A=10 1 =2|Ax= |z (10)
3 -2 8 x3
Den generelle symmetrisk matrix A for en kvadratisk form i variable x1, xo, ..., x, er givet ved:

hvor a;; er koeflicienten for leddet x;x; i den kvadratiske form, og for ¢ # j, er koeflicienterne i
Qij
2

matrixen A givet ved for at sikre symmetri.

2.10.1 Principal minor og leading principal minor

Betragt nedenstaende matrice:
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a1l aiz2 ais
Ga21 Q22 a23

azy azz ass

For denne matrice er principalminorerne determinanterne af alle mulige kvadratiske submatricer,

herunder 1x 1, 2x 2, og selve 3 x 3-matricen. 1 x 1-principalminorer er selve elementerne pa diagonalen:

o Ay =an
o Ay =an
o Az =as3

2 x 2-principalminorer findes ved at tage determinanten af hver 2 x 2-submatrice, hvor hver raekke med
1X1 principalminoren og den tilhgrende kolonne slettes en af gangen. I den fgrste 2x2 principialminor

er raekke 3, kolonne 3 saledes slettet osv.:

ail a2
[} A33 =

a1 a2

a1 ais
o Agp =

a31 ass

a2 A23
e Ay =

az2 ass

3 x 3-principalminoren er determinanten af hele matricen:

a1l a2 ais
o M =lan a» a3

az1 asz ass

De forende Principalminorer er en serlig sekvens af principalminorer, der inkluderer:
e Den 1. fgrende principalminor: D1 = a1

a a
e Den 2. fgrende principalminor: Dy = e

a1 a2

a1l aiz ais
e Den 3. fgrende principalminor: D3 = |ag; ag2  as3

asy asz as3

Principialminorerne bruges til at bestemme en en kvadratisk forms definithed, der beskrives naermere

i det fglgende afsnit.

2.10.2 Definithed af kvadratiske former

En kvadratisk form Q(x) og dens tilhgrende symmetriske matrice A er...
e positivt definit, hvis Q(x) > 0 for alle x # 0.
e positivt semidefinit, hvis Q(x) > 0 for alle x.
e negativt definit, hvis Q(x) < 0 for alle x # 0.

e negativt semidefinit, hvis Q(x) < 0 for alle x.
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e indefinit, hvis der eksisterer vektorer x sadan at Q(x) antager bade positive og negative veer-

dier.

Der er flere forskellige test til at afggre en kvadratisk forms definithed, den forste tager udgangspunkt
i de principal minors og leading principal minors, og er defineret som fglger, hvor D, henviser til

leading principal minors og Ay henviser til en arbitreer principal minor:
e () er positivt definit, hvis og kun hvis, alle Dy, >0 for k=1,...,n.
e () er positivt semidefinit, hvis og kun hvis, alle Ay > 0 for alle principalminorer af orden k.
e () er negativt definit, hvis og kun hvis, (=1)*Dy > 0 for k=1,...,n.

e (Q er negativt semidefinit, hvis og kun hvis, (—1)¥A; > 0 for alle principalminorer af orden
k.

e () er indefinit, hvis de ledende principialminorer tiltager bade positive og negative vaerdier.

I praksis er det ofte nemmere at bestemme definitheden af en kvadratisk form vha. dens egenveerdier,

hvor det gezlder, at:
(a) @ er positivt definit, hvis og kun hvis, alle de (reelle) egenveerdier af A er positive.
(b) Q er positivt semidefinit, hvis og kun hvis, alle de (reelle) egenveerdier af A A er ikke-negative.
(c) Q er negativt definit, hvis og kun hvis, alle de (reelle) egenvaerdier af A er negative.
(d) @ er negativt semidefinit, hvis og kun hvis, alle de (reelle) egenveerdier af A er ikke-positive.

(e) @ er indefinit, hvis de ledende principialminorer tiltager bade positive og negative veerdier.

Eksempel 13: Beregning af definithed for en kvadratisk form (indefinit)

Betragt folgende kvadratiske form:

Q(z) = 3% + 2z125 + 22 + 4wox3 + 22

Den tilhgrende matricer bliver til:

3 2 0 31
A=12 1 2 |=111
0 % 2z} 0 2

Hvor de ledende principalminorer er:

D3=3-1-2+04+0—(04+2-2-3+2-1-1)=6—14=—8
Dy=3-1-1-1=2
Dy =3

Hvor (—1)3 - (=8) =8 og (=1)2-2 =2 og (—1)! - 3 = —3. Da de ledende underdeterminanter

bade er positive og negative, er den kvadratiske form indefinit.
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Eksempel 14: Beregning af definithed for en kvadratisk form (negativ semidefinit)

Betragt folgende kvadratiske form:

Hvor de ledende principalminorer er:

Ds=(—1)-(—=9)-—2+0+0—(—2-9-—1) = —18 — +18 =0
Dy=1-(-9)—3-3=0
Ds=-1

Da de ledende principalminors ikke giver et entydigt svar, skal de gvrige principialminors

bestemmes. Indledningsvis af forste orden:

Herefter af anden orden:

SR
(=1)2AY =1 - det =—9+9=0
_3 B 9 .
SR
(—1)2A =1 - det =240=2
_0 B 2 .
SN
(—1)2A) =1 det 1y | =N (=18

Og afsluttende af tredje orden (blot determinanten af hele matricen):
(—1)3AY) = (1) - (=9)- —240+0—(-2-9-—1) = —18 — +18 =0

Det fglger altsd, at alle principialminorer af orden k (k = 1,2,3) opfylder (—1)*A; > 0,

hvorfor Q er negativ semidefinit.

2.11 Linezer afhaengighed

De n sojlevektorer aj,as,...,a, i den n X n matrix
ailp aiz - Qin
a1 Q22 -+ d2n
A= ,
an1 QAp2 **+  Qpn
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aij
@2 . . . . . .
hvor a; = ], er linesert uathaengige, hvis og kun hvis determinanten er forskellig fra 0.
Gnj
Det geelder desuden, at de n vektorer ap,as,...,a, i R™ er linesert afhsengige, hvis der findes tal
€1,C, ..., Cpn, ikke alle nul, sadan at
cia; +cas +---+cpa, =0
Hvis denne ligning kun geelder i det "trivielle” tilfeelde, nar ¢; = ¢g = -+ = ¢, = 0, sa er vektorerne

linezert uafhsengige.

Eksempel 27: Beregning af linezer athengighed)

Vi betragter vektorerne:

SORES

og opstiller matricen som ovenfor:

Vi bestemmer determinanten til:

det(A) =3-2—6=0

Det folger heraf, at vektorerne a; og as er linesert aftheengige.

3 Analyse

3.1 Gradienter

En gradient er defineret som en vektor, der indeholder alle partielt afledte og dermed peger i retning
af den stejleste stigning af den givne funktion. Gradientens laengde er et udtryk for, hvor hurtigt
funktionen @endrer sig i netop denne retning. For en funktion f(zq,zo,...,z,) af flere variable er

gradienten af f defineret som:

oo (2200

Ox1 Oxy 7 Oxpy,

Eksempel 15: Beregning af gradienter

Betragt funktionen:

f(z,y) = 32" + 2zy + ¢

Den partielte afledte mht x er her:
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of _ 9
or Oz
Mens den partielt afledte mht. y er:

(322 + 2zy + y?) = 6z + 2y

0 0
(’TJyC = 8—y(3ac2 + 22y + y?) = 2z + 2y

Gradienten bliver derfor:

of o
Vf= (6?:’85) = (6x + 2y, 2z + 2y)

3.2 Retningsafledte

Den retningsafledte af en funktion i retningen af en given vektor angiver sendringsraten af funktionen
i netop denne specifikke retning. Den retningsafledte beregnes ved at tage prikproduktet af gradienten
af funktionen og enhedsvektoren (normaliseret til laengden 1) i den gnskede retning. For funktionen
f(z1,za,...,x,) med tilhgrende enhedsvektor u = (u1,us,...,u,), er den retningsafledte af f i

retningen af u defineret som:

_ N Of
Duffo~uf;axiul

Eksempel 16: Beregning af den retningsafledte

Betragt igen funktionen:
flz,y) =322 + 2zy + o2

1
og en vektor u = <1> . Forst skal vi normalisere vektoren u for at fa en enhedsvektor:

T ue L (Yo
lul = V12 +12 = V2, \@<1><1>

V2

Gradienten af f er (som vist i eksempel 16):

af o
Vf= (8?:’85) = (6z + 2y, 2z + 2y)

Den retningsafledte i retningen af u er derfor:

1 1 8z + 4y
6x+2y+2x+2y) = 8r+4y) =
2( Y Y) 2( Y) 7

Duf =V fu=(6z+2y) —=+(22+2y)-

e
Sl
S
S

3.3 Konkave og konvekse maengder

En meengde er — lgst sagt — konveks, hvis alle punkter i maengden kan forbindes vha. et linjestykke
indenfor maengden, mens en maengde — lgst sagt — er konkav, hvis punkterne i maengden ikke kan

forbindes vha. et linjestykke indenfor meengden. Se nedenstaende for en illustration heraf:
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(a) Convex (b) Convex (c) Not convex (d) Not convex
Figur 1: Visualisering af konvekse og konkave maengder
3.4 Hessematricen til bestemmelse af konkavitet og konveksitet

Hessematricen for en funktion af n-variable er givet ved:

1 1" 1"

11 12 "7 in
1" "o 1"
21 22 2n
(11)
U [/ "
nl n2 nn

Lad z = f(x,y) veere en C2-funktion defineret pa et abent konvekst omrade S i planen si gzelder det,

at;
(a) f er Konveks <= f1s > 0, fth > 0, og [\ fth — (/)7 > 0.
(b) f er konkav <= f} <0, f5, <0, og f{1f3 — (fi2)* = 0.
(¢) fii>00g f1fh — (fi5)? > 0= f er strengt konveks.
(d) fi <0og fiifo — (fi5)? > 0= f er strengt konkav.

Man kan desuden bruge hessematricen til at afggre, hvorvidt der er tale om minima, maksima, eller

stationsere punkter. Her er formlen:
(a) f har et lokalt minimum <= f{}, >0, f3, >0, og f1\ [t — (fi5)? > 0.
(b) f har et lokalt maksimum <= f1} <0, f2h <0, og fi1 f35 — (fi5)? > 0.
(c) f har et strengt lokalt minimum = f7; > 0 og f1} f55 — (fi5)? > 0.
(d) f har et strengt lokalt maksimum = f}; < 0 og f1, fss — (f15)? > 0.

(e) f har et saddelpunkt = f{} foh — (fi5)? < 0.

Eksempel 17: Anvendelse af Hessematricen (2 variable)

Betragt funktionen:

flz,y) =20 —y— 2 +2zy —y°

De forste ordens afledte er givet ved:

fl=2-2z+2
fo=-1+2z—2y
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Mens de andenordensafledte er:

f{1 =-2
fé2:_2
fél = f{2 =2

Hessematricen bliver da:

= 2

Hvor determinanten er (f7} f45 — (f15)?) er givet ved: 4 —4 = 0 og fi; < 0. Det folger derfor
af (b) 1 ovenstaende, at f(z,y) er konkav.

J

For en funktion af m-variable, kan man benytte resultaterne fra kvadratiske former til at afggre
konveksitet og konkavitet.
Lad D, (x) veere defineret ved (8), hvor D, angiver de ledende principal minors og A angiver alle

principal minors. Disse er defineret i afsnittet om kvadratiske former. Da geelder det:
(a) Dy(x)>0for allexiSogaller=1,...,n = f er strengt konveks pa S.
(b) A,(x) >0 for alle xi S og alle A.(x), r=1,...,n. <= f er konveks i S
(¢) (-1)"D.(x) >0forallexiSogaller=1,...,n = f er strengt konkav pa S.

(d) (—1)"Ap(x) >0 for alle x 1 S og alle A,(x),r=1,...,n. <= f er konkav i §

Eksempel 18: Anvendelse af Hessematricen (n-variable)

Betragt folgende Hessematrice, hvor w = x1 4+ x5 + x3:

—4 —e* —1—¢e% —e¥
—1—e* 2—e* —e*
—e —et —e

De tre ledende underdeterminanter er:

D1 = —4— e“
__4_ u _1 _ u
Dy = ¢ =7 4 e
—1—e* —2—¢"
= —ll—? —¢
Ds=|[—-1—e* —2—¢* —e%| =-Te"
—e® —e" —e"

Da D;-(=1)! >0, Dy-(—1)? > 0 og D3-(—1) > 0, folger det af (c), at funktionen tilhgrende

hessematricen er strengt konkav.

3.5 Nyttige resultater om konkave/konvekse funktioner

Det geelder generelt, at konvekse og konkave funktioner bevarer deres konkavitet eller konveksitet

under linezre kombinationer. Hvis fi,..., f;,, er funktioner defineret pa en konveks mengde S i
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R™,vil det séledes geelde at:
(a) Hvis f1,..., fm er konkave og a1 > 0,...,a,, > 0,sd er arf1 + -+ + am fm konkav.

(b) Hvis f1,..., fm er konvekse og a; > 0,...,a, >0, sd er arf1 + -+ + ap frm konveks.

Eksempel 18: Bevarelse af konkavitet under linezre transformationer

Lad os antage, at vi har to funktioner f; og f» defineret pa et konvekst omrade S i R?:

fi(z,y) = —a® —y°
fa(w,y) = —2a% — 3y
Begge funktioner er konkave (det vises ikke i det fglgende). Lad os nu tage en lineser kombi-
nation af disse funktioner med positive koefficienter a; og as:
a; = 1, ag = 1

Sa den linezere kombination er:

9(2,y) = arfr(z,y) + az fo(x,y) = fi(@,y) + fo(z,y) = (—2° — y?) + (—22° — 3y?)

g(z,y) = —32° — 4y°

Ifplge seetningen er den linesere kombination g(z,y) konkav, da f1 og f2 er konkave og a; og

ag er positive.

Pa samme made er der en s@tning for sammensatte funktioner. Antag, at f(x) er defineret for alle x
i et konvekst omrade S i R", og at F' er defineret over et interval i R, som indeholder f(x) for alle x
i S. Da gealder:

x) konkav, F'(u) konkav og voksende = U(x) = F'(f(x)) konkav.
x) konveks, F(u) konveks og voksende = U(x) = F(f(x)) konveks.

F(f(x)) konveks.

) f(x)
) f(x)

(¢) f(x) konkav, F(u) konveks og aftagende = U(x)
) f(x)

x) konveks, F'(u) konkav og aftagende = U(x) = F(f(x)) konkav.

Eksempel 18: Bevarelse af konkavitet ved sammesatte funktioner

Betragt funktionen:

2 2 2
g(m,y,z) _ eaz +by“+cz

Vi ved, at e® er konveks, og idet F(u) = ax? + by? + c2? ligeledes er konveks og voksende
(fordi a,b,c > 0) folger det, at g(z,y, z) = F(f(x)) ogsa er konveks.

3.6 Quasikonkave- og konvekse funktioner
Definitionen af quasikonkave- og konvekse funktioner er givet ved:

e En funktion f, defineret over et konvekst omrade S C R™, er quasikonkav hvis det gvre

niveau-maengde P, = {x € S: f(x) > a} er konveks for hver veerdi a.
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e Vi siger, at f er quasikonveks hvis —f er quasikonkav. Sa f er quasikonveks hvis det nedre

niveau-maengde P* = {x: f(x) < a} er konveks for hver veerdi a.
Hvor det gaelder, at:

e Hvis f(x) er konkav, sa er f(x) quasikonkav.
e Hvis f(x) er konveks, sa er f(x) quasikonveks.

Summen af quasikonkave funktioner er dog ikke ngdvendigvis konkav. Lad nu f(x) vere
defineret pa et konvekst omrade S i R™, og lad F' vere en funktion af én variabel, hvis definitions-

maengde inkluderer f(5). Da geelder:

(a) Hvis f(x) er quasikonkav (quasikonveks) og F' er voksende, sa er F(f(x)) quasikonkav (qua-
sikonveks). Hvis F' er konkav (konveks) og voksende, vil det endda gelde, at den sammesatte

funktion er konkav (konveks).

(b) Hvis f(x) er quasikonkav (quasikonveks) og F' er aftagende, sa er F'(f(x)) quasikonveks (qua-
sikonkav). Hvis F' er konkav (konveks) og aftagende, vil det endda galde, at den sammesatte

funktion er konveks (konkav).

Eksempel 19: Bevarelse af konkavitet ved sammesatte funktioner

Betragt funktionen:

2

fla,y)=e Y (12)

Det ses nemt, at —z2 — 32 er en konkav og dermed ogsd kvasikonkav, og idet e® er strengt

voksende, folger det, at f(z,y) = F(f(z,y)) fortsat er kvasikonkav.

Det geelder desuden, at Cobb-Douglas funktionen z = Ax7* - - 2%, defineret for 1 > 0,...,2, > 0,
med A og aq,...,a, positive, er homogen af grad a = a; + - -+ + a,, og:
(a) quasikonkav for alle ay, ..., a,;

(b) konkav for a < 1;

(c) strengt konkav for a < 1.

3.7 Bordered Hessematrice til beregning af quasikonkavitet

Lad f veere en C?-funktion defineret pa et abent, konvekst omrade S i R™. Definér de begraensede

Hessians determinanter B,.(z) ved (11). Da geelder:

0 filz) - fi@)
By (z) = f1@) 11:(95) 1r:<$) Cr=1...n (13)
file)  fra) - (@)

(a) En ngdvendig betingelse for at f er quasikonkav er, at (—1)"B,(x) > 0 for alle x i S og alle

r=1,...,n.

(b) En tilstraekkelig betingelse for at f er strengt quasikonkav er, at f] # 0 og (—=1)"B,(z) > 0 for

allexiSogaller=1,...,n.
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Specifikt for en funktion af to variable bliver den Bordered Hessematrice til:

0 filzy) filzy)
Ba(,y) = |filz,y) fli(zy) flh,y)
fale,y)  fa(xy)  folz,y)

Eksempel 20: Bestemmelse af quasikonkavitet vha. Bordered Hessematrice

Betragt funktionen: f(x,y) = 2 + y2. De forsteordens afledte er:

fw(x,y):2x, fy(xvy)ZQy

Mens de andenordens afledte er (Hesse-matricen):

fo:w('rvy):27 fyy(xvy):27 fwy(xay)zo

2 0
H: =

Hesse-matricen er:

Den Bordered Hessematrice er:

For r» = 1:
0 2z
Bi(z,y) = = —4z?
e =1
For r = 2:
0 2z 2y
Bo(x,y) =22 2 0|=4y? —4a?
2 0 2

Nu geelder det, at for r = 1:

(—1)!'By(z,y) = —(—42?) = 42® > 0

Mens for r = 2:
(—1)?Bs(z,y) = 4y° — 4a?

Da (—1)"B,(x,y) > 0 for r = 1,2 og for alle z,y, er funktionen f(z,y) = 2%+ y? quasikonkav.

3.8 Lagrance problemet for n-variable
Betragt fglgende maksimerings(minimerings)-problem:
gl(xl, .. ,.Tn) =C1
max(min) f(z1,...,2,) under bibet. (m <n)

gm(mla s axn) =Cm

Det kan lgses ved at betragte de forste ordens afledte for Lagrance funktionen, hvor A\ opfattes som

en konstant, nar der differentieres.

L1, xn) = flxr,. . xn) — M(g1(x1, . xn) —c1) — - — An(gm(z1, - -y T0) — Cn)

Det galder nu, at: hvis Lagrange-funktionen L£(z) er konkav (konveks) mht x, s er x*
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lgsning til max-problemet (min-problemet).

Eksempel 21: Lagrance problemet for en funktion af to variable med to bibetingelser

Vi gnsker maksimere funktionen f(x,y) = 22 + y? under bibetingelserne:

g(@y)=z+y—-1=0
go(v,y) =2 —y—1=0

Lagrance funktionen bliver:

L(z,y, A, 0) =22 +y* —M(z+y—1)—X(z—y—1)
Med tilhgrende fgrsteordens afledte:

oL _

9z —2%7)\17A2:0
?375 =2y— XM +X2=0
e =—(x+y-1)=0
38,\£2 =—(z—y—-1)=0
Og fglgende andenordensafledte:
%L 0]
0’L

0

0?L 0
= — 2 — — =
Oxdy Oy (22 =M =22) =0

%L 9]

Hessematricen er dermed givet ved:

%L %L
H = Ox? Oxzdy | _ 2 0
-\ 8% %L | — 0 2
Oyox Oy

Hvor det folger, at fi; = 2 > 0 og det = 4 > 0, hvorfor lagrancefunktionen er strengt konveks.

Derfor er lgsningen til Lagrance problemet et minima! De fgrsteordensafledte giver os fglgende
system af ligninger:

2507)\17/\2:0
2y—)\1+)\2:0
z+y=1

r—y=1
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Forst findes z og v;

r=1—y folgerafx+y=1

l-y—-y=1
1-2y=1
y=0

r+0=1<=x=1 folger af x +y =1 ved indsaettelse af y =0
Hernaest findes de tilhgrende veerdier for Lagrance multiplikatorerne:

2—XA—X2=0
2—-M =X
—A+2—X; =0 ved indsattelsei 2y — Ay — Ao =0
2\ = 2= )\ =1
—14 Xy =0 <= Ay = lved indsaettelse i 2y — A1 — Ay =0

Lgsningerne er altsa x = 1, y = 0, A\; = Ay = 1, og er som bekendt et minima, idet Lagrance-

funktionen er (strengt) konveks.

4 Integralregning

4.1 Dobbeltintegraler over produktmaengder

Lad f veaere en kontinuert funktion defineret over rektanglet R = [a, b] X [c, d]. Da geelder

/j ( /jf@,y) dy> it — /j ( /abf(x,@ dx> "

I selve integrationsprocessen behandles x som en konstant, nar der differentieres mht. y, mens y

behandles som en konstant, nar der differentieres mht. x.

Eksempel 22: Beregning af dobbeltintegral over produktmaengde

Betragt folgende integral: [y (2%y + zy* 4 2z) dz dy, hvor R = [0,1] x [—1, 3]. Det bliver til:

1 3
/ (/ (z2y + 2y + 2z) dy) dx
0 =il

Som bestemmes nedenfor:
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Frl vh inde
3
v 3
sz\‘+X\f+2x N zx\/l'
- =
e 4,
L (E e e (40 0w
_ 242 -3-%x)
= Yon-i+ dx+6x- (33

2
= 4% + %*-r%**’ %X

. [/LK",* z;wB«-Z{ - %5(14- '5;3’2%
K3
Hereple Job  dre:
4 1
2 43 26 =2 M 26 2
ojux+%x=L3*+s*}a~ B e

4.2 Dobbeltintegraler over generelle mangder

Betragt en mere generel maengde:

A={(z,y) ra <z <b u(z) <y <v(x)}

Her kan dobbeltintegralet tilsvarende findes som:

J[ tamdsay = [ b < / :j)f(x,y) dy) di

Bemazerk:
e Graenserne i det indre integral athsenger af z.
o Integrationsraekkefglgen kan ikke umiddelbart byttes om.
e Derudover samme fremgangsmade som tidligere.

Det tilsvarende geaelder, hvis x-afgraenses af en funktion af y og maengden bliver:

A={(z,y):ply) <2 <q(y), c<y<d}

Her er integralet:

/Af(x7y)dxdy=/cd </p(qy(j)f(w,y)dx> dy

Eksempel 23: Beregning af dobbeltintegral over generel maengde (y-afgreenses af z)

Betragt folgende integral:
1 a3
/ </ (2? + zy) dy) dz
0 2
Den tilhgrende maengde aflaeses til:

A={(z,9):0<z<1,22<y<a}

Som er skitseret nedenfor:
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YA

Integralet 1gses forneden:

A x
gj OFexyd e Fard  heflme  deb e
o

4.5
z

X X 43 2 3 M
jx‘ﬂqd\ﬁ [+ 4] G U RCRE S R Rl

M b

H({J’% Jd Ndre:
1 2 1 1

N O I S RO D 14 _

IR R Ny N
o

B 4 A4 15 -z« - uf-3 N
85T /7146 729 e

Eksempel 23: Beregning af dobbeltintegral over generel maengde (z-afgreenses af y)

Betragt meengden:

A={(z,y):y°<2z<2, -1<y<1}

Hvor f(x,y) = 2z. Meengden er skitseret forneden:

x=y2 {
T/
4o
// |
0 s | 3 2
\\ \\ 7 /
=l

Og integralet bliver:

Som lgses nedenfor:
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1 2
g/(ZXJK\ dy Fot o gt iwee
4N

d 2
5 (2xdx) = [x‘]\l = Y- \’w Werctler 4o yoe:
¥

fuertiy - Lo ] - (441G

2_ §_z _ r4o-2 38
= ? v 5T s = S

sl

5 Differensligninger
Lineaere fgrste ordens differensligninger er givet ved formen:

l’t+1:al}t+b7 t:O71,2,...

Hvor:

Ty =axg+b
xy = alaxg 4+ b) + b = a’xo + (1 +a)b
z3 = a(a®zo 4+ (1 4+ a)b) + b = a®zo + (1 + a + a®)b

Disse lgses ved folgende formel:

b b
ft:at<xo— >+ a#1

1—a 1—a

Differensligningen er globalt asymptotiske stabile, hvis:

I\
(2) — O nart — oo

Ligeveegtstilstanden (for fgrste ordens linesere differensligninger) er givet ved:

b
xt = a#1
l1-a

Forskellige eksempler for divergens og konvergens er givet ved nedenstaende:

Eksempel 24: Lgsning af differensligning

Betragt folgende differensligning:

41‘t+1 —2$t —6=0

Den kan omskrives til den vanlige form ved:

4$t+1 = 2£Et +6

1 " 3
€T = =T —_
t+1 2 t 2
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Xs.. X0
[ e
. 9
. AN
— FAN g
Y I— e Y DR S0 Y N, N
| Voo N/ L
Y
t
T2 3 4 5 6 17 1 2 3 4 5 6 7
b
(@) xo>x*= O<a<l b) xo>x*= —-1<a<0
1—a a
X X
4 ®
|
1 .
X o A
X9 o . ”w\ \

Figur 2: Forskellige typer af konvergens og divergens

Hvoraz%ogb:%. Derfor bliver x;:
1 3 3
t 2
l't—(§) (1'0_1_%)"_1_%
1, 3 2 3 2
l’t*(i) ($0*(§'I)+(§‘I)
1 6 6
Ty = (i)t (zo — 5) + 5)
1
Ty = (i)t (xo—3)+3

6 Differentialligninger

6.1 Lgsning ved separation af de variable

Separable differentialligninger givet ved formen:

&= f(t)g(z)

Kan lgses vha. folgende metode:

Eksempel 25: Lgsning af seperabel differentialligning

Betragt differentialligningen:
dx t s

TR
Den trivielle lgsning til differentialligningen er givet ved = = 0. For ikke trivielle lgsninger,

dvs. x # 0, kan differentialligningen lgses ved separation af de variable. * bliver da til:

- dt

x 8. dx =
2+ t2

Hvilket lgses nedenfor:

36



Formelsamling Matematik B, Levi van Boekel 2. semester, @konomi

dx
a = f)g(z)
C NB: For g(z) # 0.
1 - Hvis g(a) =0, sa er
g(x) dx f(t>dt den konst. fkt z(t) = a
C en lgsning til diff.lign
1 —
| sidr = [ f(t)dt
( Hvor H er en stamfkt til é,
H(ﬂf) — F(t) + C F eren stamfkt til f
og C er en arbitraer konstant
( Hvis H~! eksisterer.

Kan kreeve restriktioner pa t,
altsa pa def.mgd for x

Figur 3: Lgsning af seperable differentialligninger

1

1
7?.x77:/t

2412

- dt

Hvor u =2 +t% og du = 2t - dt = dt:%t~du

1 1
ffo:r*7:§~ln|u\+0

1 1
?x_7:§1n|2+t2|+0

1
—— .z "=InV2+t2+C

7

7" =Cy—7-Inv2+1#2, hvor Cp=-7-C

1
m= F
\/C2—7-1n\/2—|—t2

6.2 Lgsning ved panserformlen

Betragt den generelle form pa en lineer fgrsteordens differentialligning:

i+ a(t)z = b(t)

Her er lgsningen givet ved:
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z(t) = Ce™ A 4 =AM /b(t)eA(t) dt,

hvor A(t) er en stamfunktion til a(t).

Eksempel 26: Lgsning af differentialligning vha. panserformlen

Betragt differentialligningen:

dx
dt

Den lgses vha. panserformlen, hvor In(t) + 1 = a(t) og et~ """ = p(t).

+ (In(t) + 1)z = et7t2®

\v\dlcéw;nﬁw% Lindes AW

Slathos db = b4 o =
Hetefle. infsabha dob  fambe wdink:

< ¢ e:HwLU‘ J&LHMU- & lnc)

x () = c_@“‘*‘\_: (e"“‘\—‘.j &t

e cd o F

wi= ¥ et L we b of C o o olbbe Lok
Na s lamingen, don offidve XCH=Be:

Se= 4 -Cen el

Sc = 1cte
Ye = C
—_—

Oen Cm\h‘hond.y_ [mmq er (ymnow- ymW ¢ da
X T'Ciere’) | or 40
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