Sandsynlighedsteori og Statistik: Ugeseddel 6

Levi van Boekel

Uge 41, 2024

Opgave 1

Lad (X,Y) vare en to-dimensional stokastisk ligefordelt vektor pi A = (0,1) x (0,1) med
teethedsfunktionen:

p(z,y) = 1(z € (0, 1)1y € (0,1)) (1)

1.1

For at bestemme P(X < 0.1,Y < 0.6) opstiller vi folgende integral:

0.1 0.6
P(X <0.1,Y <0.6) = / / ldydz
o Jo

0.1
:/ 0.6dx = 0.06
0

Man kan grafisk vise sandsynligheden af en ligefordeling pd A som arealet af den firkant, som
udspandes af greenserne. [ opgavens tilfelde er det alesd arealet af den firkant, der udspandes af

0.1 pa forsteaksen og 0.6 pa andenaksen. Da er 0.6 x 0.1 = 0.06, som jo netop er ssh.

1.2

Vi bestemmer ssh. som folgende integral:

0.75 0.6
P(0.25 < X <0.75,04 <Y < 0.6) = / / ldydz
0.25 0.4

0.75
= / 0.2dx
0.25

=0.2-0.75-02-025=0.1
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1.3

Vi leser problemet ved:

P(X <0.1) " /OO )1(y € (0,1))dydx

o0

01 1
/ dydx
0

0.1
ldx = 0.1

Il
O\\o\

14

Den marginale fordeling af X findes ved:

Fordelingsfunktionen er:

= ldzx
0
=z
Da har vi:
0 hvisz < 0
F(X)=<}z hvisO0 <z <1 (2)
1 hvisz > 1
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1.5

For at vise, at X og Y er uathangige, skal vi finde den marginale taethed af Y og herefter tjekke

om produktet af de marginale er lig den simulcane. Da:

)= [ i € (0,1))1(y € (0, 1))dx

o0

iy e (0,1))/1 \dz
=1(y € (0,1))

Da har vi:

(z € (0,1)-1(y € (0,1)) = p(x,y) 3)

Hvorfor de to er uathengige. De udspander ligeledes en produktmangde.

Opgave 2

21

Vi ensker at finde middelvardien af 2, hvor Y er en ligefordelt stokastisk variabel pa [0, 1]. Vi
har da:

1
2. | 2y?
Ly
For at bestemme variansen har vi
B2Y)= [ o ilye o.)
1
-
0
Hvorfor variansen er: _
Hvor vi husker tilbage til, at E(Y) = 3.
2.2
Tatheden for 2Y er: . )
Yy
o) = 1L € 0.1)) ety e 0.2) g
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Kovariansen mellem Y og 2Y er:

Cov(Y,2Y) = 2Var(Y) (6)

Opgave 3

Vi betragter en todimensional stokastisk vektor pa [5, 10] x [3, 7], med taethedsfunktion:
1
p(r.9) = 1l € (5.10)1(y € (3.7) g

3.1

Vi kan se, at p er en tacthedsfunktion ved indse, at nedenstiende integral evaluerer ¢il 1, da:

/ / € (5.10)1(y € (3,7))dyda
/ ! / Sy

3.2

Vi udregner nu P6<X<10,4<Y <6).Da

10
/ / —dydx
10
2
—dx
| @

20 12 8

B )
20 20 20 5
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Den marginale teethed af X findes ved:

Som har fordelingen:

Da har vi:
0 hvisz < 5
F(X)= %-x—l hvis 5 <z < 10
1 hvis z > 10

Den marginale taethed af Y findes ved:

Som har fordelingen:

L3
N 4
Da har vi:
0 hvisy < 3
FY)=q1.2-2  his3<y<7
1 hvisy > 7

)

(10)
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3.4

Middelverdien af X er:

Opgave 4

Vi har:

Hvor X € [0,00) og Y € [0, 00).

4.1

Vi udregner:

Vi udregner:

1% 1 1
L—q@} = —100— —25=17.5

s 10 10

p(z,y) = 6e 2"~

— 912 {__
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4.2

Vi finder de marginale fordelinger:

g(x) = /000 6e~ 21 (x € [0, 00))dy

=1(x € [O,oo))/ 6e 2 dy
0

=1(z € [0,00)) [—26_29”_3?’}8
=1(z € [0,00)) x 2™

Og:

9(y) = /O "6y € [0, 00))da
=1(y € [0, 00)) /000 6e " Vdy
=1(y € [0,00)) [—36_25”_3?’]8
=1(y € [0,00)) x 33"

4.3

Taethedsfunktionen for X er givet ved:

F(X <x) 1(x € [0,00)) x 2 **dx

[
/ 2e 2y
[

—23:]

:_e—2$+1



Ugeseddel 6 - Sandsynlighedsteori og Statistik - Levi van Boekel 3. semester, @konomi

Hvis z € (0, oo[, hvis z < 0, er den 0. Medianen er den midterste vaerdi. Da:

1
—2x

1= =
e + 5
6—23: — 1
2

—2z = —1In(2)
l

)
2

4.4

Vi har fundet de marginale i 4.2, og ser oplagt, at produktet af de to er den oprindelige fordeling.
Opgave 5
Vi antager, at at X, Y er ligefordelte pd

A=A{(z,y) |z e(L,2],ye[1,2]}

med techeden

p(x,y) = la(z,y)

5.1

Mangden A udspaender et rektangel, med x siderne 1, 2 og y siderne 1, 2.

5.2

Tatheden for X er:

p(x) :/1 1(x € [1,2])1dy
(@) = 1(x € [1,2])/1 1dy

p(r) =1z € [1,2])

Alesd ligefordelt. Det samme gaelder for YV, da:
2
o) = [ 1y e 121
1

ply) =1(y € [1,2])/1 1da

8
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p(y) =1(y € [1,2])

5.3

DaE(X) = E(Y), har vi:

For at finde variansen finder vi:

Da bliver variansen, fordi de 1igefbrde]te stokastiske variable er oplagt uafhzengige.

Var(Z) =2+ (2.33 — 2,25) = 0.16 (15)

5.4

Tatheden for Z = X + Y findes ved indledningsvis at betragte:
plr,z—2)=11<z <211 <z—2<2)

Vi ved, at Z minimalt kan vaere 2 og maksimalt veere 4. Hvis Z er mellem 2 og 3 mi det geelde, at
1 <z <z — 1. Pd samme mide, hvis Z er mellem 3 og 4, her mi det geelde, at 2 — 2 <z < 2.

Altsa:
plr,z—2)=12<z<3)1(1<zx<z-1)+13<z<4)(z—-2<z <2)

Vi kan nu marginalisere 2 ved:

[e.e]

g(z):/_ool(2§z§3)1(1§x§z—1)da@+/ 13<z<(z—2<x<2)

[e.9] —00

Il
—

z—1 2
(QSZSS)/ 1dx+1(3§z§4)/ ldx
1 .

2

9
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=12<2z<3)(z2—2)+(4—2)1(3< 2z <4)

5.5

Vi bruger nu ¢(z) til at udregne middelvaerdien:
3 4
E(z) = / 2? — 2z2dz +/ 4z — 2Pdz
2 3

1 3 1.°
= {—23 — zz] + [22’2 — —z?’}
3 2 3 13

= [(9 —9) — (2.66 — 4)] + [10.66 — 9]
=1.33+10.66 -9 =3

Som er det samme vi fik da vi gangede middelvardierne, sammen. Det bekrafter netop resultatet,

idet de to stokastiske variable er uathangige.

5.5

Kovariansen er:
Cov(X, Z) = Cov(X, X +Y) = Cov(X, X) + Cov(X,Y)

Da det forste led er andet led er 0, idet de stokastiske variable er uaﬂ‘lzengige, har vi kun det andet

tilbage:
Cov(X, X) = Var(X)
2 2
3
= / ridx — (—)
1 2
1, 19
3 3 4
= 2.66 —0.33 — 2.25 = 0.08
Opgave 6
Vi lader X, Y vare uathangige eksponentialfordelte stokastiske variable med p(x) = e™* og

q(y) =e Y piA=(0,00) x (0,00).
6.1
Tetheden af X, Y er:
p(z,y) = e *¥1(z > 0)1(y > 0)

10
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Idet de to stokastiske variable er uathangige, og summen af de marginale da er den simultane.

6.2

Taetheden for Z = X + Y findes ved forst at indsxtte 2 — x = y i 6.1, da:

ple,z—x) =e (x> 0)1(2 — z > 0)

p(x,z —x) =e “1(z > 0)1(z > z)

Da har vi:
/ 1(z > 0)1(z > z)dz
:/ * X ldx
0
= 0
=z- e_zl(z > 0)
6.3

Tetheden for Z = X — Y findes ved at indszette y = —z + x, da:

ple,—z+x) = e (2 > 0)1(—2 + 2 > 0)
p(z, —2+ 1) = *1(x > 0)1(x > 2)

Da har vi:
/ e 21 (x > 0)1(z > 2)dx
= / &y
0
1 Z xrn

= s

= —e€ z
Opgave 7

Vi lader X7, X, X3, Xy vaere uathengige identiske fordelte med middelvaerdi 5 og varians 9. Vi
1adcr Y = Xl + 2X2 - X4.

11
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71

Da alle har identisk middelvaerdi, har vi:

E(Z)=2xE(X)=10 (16)
7.2
Vi har:
Var(Z) = Var(X) + 22Var(X) + (—1)2Var(X) = 6Var(X) =54 (17)
Opgave 8
Vi har:
p(z,y) =24zyl(z > 0)1(y > 0O)1(z +y < 1) (18)
8.1

Den forventede verdi er:
E(XY) = / / 24zy x x x y x (x> 0)1(y > 0)1(x +y < 1)dydx

1 11—z
=24 / 2y dydx

8.2

Vi skal forst finde de marginale fordelinger, for herefter at finde de marginale middelvardier og

da bestemme kovariansen. Alcsa:
q(z) = / 24zyl(x > 0)1(y > 0)1(x +y < 1)dy

1-z
=1(zx > 0)/ 24xydy
0

=1(x > 0) [12xy2}(1)_x

12
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=1(z>0)1(z+y < 1)12z- (1 —z)?

q(y) = /OO 24xyl(z > 0)1(y > 0)1(x +y < 1)dx

o0

1—y
=1(y > 0)/ 24xydy
0

(y > 0) [12x2y] é_y

(y>0)(z+y < D12y (1 —y)?

1
1

Middelverdien er nu:

Kovariansen er da:

4
Cov(X,Y) == — — ~ —0.026

8.3

Vi skal nu finde de variansen af de marginale fordelinger. Idet vi allerede har middelvardierne, kan

vi blot finde:

E(X?) =E(Y?) =E(Y) = /OO 1(z > 0)12z - (1 — 2)*2%dx

1
122 - (1 — 2)%dx

I
S~

24 !
228 — 2% + 3:104}
5 0

1

O] =

Da er VaI‘iaﬂSeT’l:
\i,]r x — \/r]r i/ _ - — — = 0.04 l )

13
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Og korrelationskoefficienten bliver da:

—0.026  —0.026

=01
0.2 0.13

Correl(X,Y) =

1.1
55
8.4

Kovariansen er 15 - Cov(XY) = 15+ —0.026 = —0, 39.

8.5

Kovariansen er uaendret.

8.6

Kovariansen er 5 - Cov(XY) =5+ —0.026 = —0, 13.

8.7

Kovariansen er 3 - Var(X) =3-0.04 =0.12
Opgave 9
9.1

Vi finder de marginale tatheder:

g(x) = /00 3zy1(x € (0, D1(y € (1,3))dy

[e.e]

3
1(z € (0, 1)/ 3y 2dy
1

=1(z € (0,1) - [—Sxyfl]i’

Og:
g(x) :/ 3vy~*1(z € (0,1)dx

=1(y € (1,3))/0 3y dw

iy e (1,3) {gy]

14

(20)
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= Syl e (1,3))

9.2

Vi ser, at produktet af de to er lig:
3 —2
pla) = 1 € (0.1)20- S~y € (1.3) = Say o

Hvorfor de er uathangige.

Opgave 10

Vi lader X veere ligefordelt i (—1, 1) og definerer Y = X2, Middelvaerdien af X er:

1
/ 1dz =0 (22)
1

Mens den forventede veerdi af XY er:
1
/ 22dr =0 (23)
1

Derfor er kovariansen E(X - Y) — E(X)E(Y) = 0 — 0 = 0. De to er dog ikke ukorrelerede, idet
Y dbenlyst athenger af X.

15



