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Uge 47,2024

Opgave 1

1.1 & 1.2

Den empiriske fordeling af de forste 5000 trackninger er beskrevet ved de forste fire centrale mo-

menter, samt percentiler nedenfor:

y

Percentiles Smallest
2.601985 .875423
3.384351 1.35505
3.729487 1.505643 Obs 5,000
4.336663 1.529272 Sum of wgt. 5,000

4.985648 Mean 5.005519
Largest Std. dev. 1.009288

5.683564 7.997656

6.324423 8.210836 Variance 1.018663

6.703341 8.243766 Skewness -.0094015

7.314719 9.512827 Kurtosis 3.050507

Figure 1: Beskrivende statistik for de forste 5000 trakninger

1.3

Vi ser, at gennemsnit gir asymptotisk mod 5000, nir n — oo. Det er et uderyk for LLN, der siger,
at at det for Y7, ..., Y, forskellige ukorrelerede stokastiske variable med ens middelveerdi (1) og

varians (0% < 00), for for ethvert § > 0, geelder, at:

1 n
P(|EZY;—;L|25)—>O nir n — 0o (1)
=1

Opgave 2

21

Sandsynlighedsfunktionen, kan skrives som:

T(y= T(y= I(y=
1(y Y1) (y=y2) (y=vy3) )

PYi=y) = fv,(y | p1,p2,p3) = p X Dy X 3

1
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Fordi et tal oploftet i 0 er 1, og vi derfor, har:

p1 hvisy =1
in(fU|P17p27p3) =qp2 hvisy=2
p3 hvisy =3

Som netop er det, der er givet i opgaven.

2.2

Sample likelihood bidraget er i vores tilfzlde defineret som:

sz(y |p17p27p3) :E(plapﬂapi’) | y) ©)
Antagelsen om uathangighed sikrer nu, samt ens fordelinger, sikrer, at vi kan skrive Sample Like-
lihood funktionen som produktet af de individuelle likelihood bidrag, dvs:

573

L(p1,p2,ps | y) = [ €1 p2.ps | y) = ' - 2 - p3° (4)
=1

Hvor det sidste lighedstegn folger af, at vi kan skrive sandsynlighedsfunktionen som vist i (2), og
s; da teeller hvor ofte hver observation foreckommer (og et tal oploftet i 0 er 1, hvorfor det kun er

den observation, der kommer med).

23

Idet parametrene skal summe til en, kan vi udtrykke enhver parameter ved to andre, f.eks: p3 =

1 — p1 — pa. Der er siledes to parametre vi frit kan vaelge (og dermed er frie). Alesa:
0= (p1,p2) (5)

Det skal dog gaelde, at de begge er ikke negative og summer til 1 eller derunder. Parameterrummet

er altsa:

O = {(p1,p2) €R?|p1 > 0,p2 > 0,p1 +po < 1} (6)

Bemaerk, at vi ligeledes kunne have valge ps som den faste eller py som den faste. Sample likelihood

funktionen kan altsa skrives som:

Ly, (0| y) =pi" -p3> - (1 —p1 — p2)™ 7)
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Mens log likelihood funktionen er givet ved:
log Ly, (0 | y) = s1 - log(p1) + s2 - log(p2) + s3 - log(1 — p1 — p2) (8)

24

Da vi opskrev sample likelihood funktionen antog vi i.i.d, dvs. at fordelinger kom fra en teethed
(DGP), og at denne er ens for alle stokastiske variable, dvs. P. Samridig antog vi uatheengighed, da
vi skrev den som produktet af de marginale sample likelihood bidrag. Antagelserne virker rimelige,
idet der er tale om et tilfeldigt udvalgt sample (dvs. uathangighed er opfyldt), samtidig med, at

selve fbrde]ingen blot angiver sandsyn]igheder for selve udfaldene og dermed ogsﬁ virker rime]ig.

25

Vi finder nu score vektorerne:

(5Lyi . S1 S3
op1 P l—=—p1i—po
6LY¢ So S3

dp2 _19_2_ 1 —pi—p

Vi ser, at:
51 52
pP1 P2
pP1 P2
51 S2
_ P2
bhr=—"51
S2
Samtidig har vi fra den forste ligning, at:
1 P2 _ P2
s1o(1——=-s1—p2) =83 — 51
S2 S2
s S2 — P2S1 — P2S2 _ S3P2S1
1 =
52 S2

S9 — P2S1 — P2S2 = S3P2

So = po - (81 + S2 + s3)

S2 S2
pzz—:—
S1 + S9 + S3 n
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Og da:
52
_ Ssi1+sa+ss _ 51 _ 4
pp="2=2 .56 =—""=—
So 81+ S9 + S3 n
Da har vi:
— 121
D1 = 573
0 = _ 251
P2 = 573
— 201
D3 = 573

Som er nejagtig lig de relative frekvenser, og giver mening, idet estimatet med den hejeste likeli-

hood i vores simple model jo blot er sandsynligheden for at de forkommer.

Opgave 3

31

Den centrale grzensevaerdisaetning ti]siger, at der for Y; ukorrelerede, identisk stokastiske variable

med samme middelvaerdi og varians geelder folgende asymprotiske approksimation.

_ 0'2

Xo ~ N(p,—) )
n
Hvor X,, = %Z?:l Y;. I vores tilfelde har vi n = 60, u = 200, 0 = 100. Altsi:
X, ~ N(200,1.667) (10)

3.2

Vi skal udregne P(60X,, > 12.500) = 1 — P(60X,, < 12.500),
P(X,, <208.33). Det kan vi gore ved at benytte os af den standardiserede variabel, da vi ved, at

den asymptotisk normalt normalfordelt:

som er xkvivalent med 1 —

— 200 208.33 — 200

P
/10 /100
60 60
P U, < 6.45]

Som praktisk talt er 0, givet, U, er en standard normalfordeling med middelverdi 0 og varians 1.
Da:
P(60X,, > 12.500) = 1 — P(X,, <208.33) ~ (11)
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33

Nej, idet Cauchy fordelingen ikke har nogen middelvaerdi gelder CLT ikke gelder.

Opgave 4

4.1

For Y; stokastiske variable, der opfylder i.i.d. betingelserne, er Likelihood funktionen givet ved:

B 1 —w-w?
L(M,a2|Y1,...,Yn):H[\/_e EJ} (12)

Hvorfor log-likelihood funktionen bliver:

1 Y, — u)?
log Ly, 0% | Y1,...,Yy) = [—Qlog(27ra2) - M]

Score bidragene er:

dlog L Yi—p Yi—u
= (Rl
o 202 o?
SlogL 1 (Yi—p)?
o 202 204
HVOI'{OI' SCOoren €er:
S) = si(0)
i=1
_nu+22?:1Yz‘
- _# + Z?:IQ(;Z_M)?

Som begge skal vaere 0 for vores MLE estimat. Fra den forste har vi:

—n,u+iYi—0
i=1
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Som blot er det aritmetiske gennemsnit. Fra den anden har vi:

n

—no® == (YV;—p)’

i=1
n

0% = %Z(Y; — p)?

=1

Som blot er lig det andet centrale moment, variansen.

4.2
Vi starter med middelvaerdien:

627.6
=220 502
n= a5 ©o0

Og tager ]’IGTGFECT variansen:

3807.2 4+ 125 -5.022 — 2-5.02 - 627.6
o? ~ + 5 ~ 5.24

4.3

Under de nye antagelser bliver likelihood funktionen:

L6 Vi V) = [ | e 5™ (13)
1y-+-5¥p —i:1 \/We

Hvorfor log-likelihood funktionen er:

n

log L(¢ | Y1,...,Y, [——log (2m) — —log(gb ) —

=1

(14)

(Yi — ¢)?
2¢
For at bestemme score funktionen tages en afledt af gangen. Det er klart, at det forste led er 0, da
det ikke athanger af ¢. Det andet er:
u 1 n
- 15
S w

i=1

Det tredje er:

S [2(G—9) 2Yi— o)
N e

=1
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_iﬂjn—w @&wq

— ¢ 2¢?
__”'Jn—@_u%¢f
LT
[ 20V 4207 — Y2 4 2Yip — ¢
__Z;_ 24?2 }
B n ’¢2 o Y;2
__Zi w2}

_ Z?:l Yi2 - n¢2
_ 3

Vi kan nu sette det hele sammen:

i Y —nd? —ng

S 16
(%) > 16
Og {3 det onskede.
4.4
Estimatoren opfylder, at:
Y VP —n¢’ —np=0
i=1
R Zn: V2=0
nig
Som er en andengradsligning med a = 1,b =1, ¢ = —1 3 22 og har lesningen:
—b £ Vb2 — dac
T =
2a
Hvorfor vi fir:
N =RV ED D 2|
0 — (17)

2

Men idet vi kun er interesseret i den positive parameter fir vi:

a1
6 (18)

- 2
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4.5

Estimatet bliver:

A 38072411

0= 5 ~ 5.041 (19)

Som altsi ligger nogenlunde mellem middelvardien og variansen for den rigrige normalfordeling.

Opgave 5

5.1

Likelihood funktionen er;

— ° e Py 2
Mens log likelihood funktionen er:
log L(c, B | ;) = > _ [ - log(B) — log(T'(e) + (v — 1) log(y;) — Byl
=1

=n-a-log(f) —n-log(l'(a) + (a—1) Zlogyl BZyi
i=1

5.2

FOC er, at begge score funktioner skal vaere lig 0. Vi starter med score funktionen mht. o

0L . I'(&)
55 =" log(B) — F((a) + Z log(y;) =0 hvor det midrerste led folger af kvotientreglen
o o =1
6L ORI
~ — n—A — Z Y, = 0
o8 B I
5.3
Vi leser ligning 2 for % og fir:
ned Z yy
=
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| ©

1 n

Resultatet virker meget rimeligt, idet middelvardien af Gammafordelingen netop er %, som er det,

der stir pa hejre siden.

5.4

Fra ovenstiende har vi:
n

B —
Vi kan da indsatte i den forste FOC og fi:

~

n-o«

e

Z?:l Yi

LY

nlog(

Z?:1 Yi

g r
nlog(n'&)—n-logZy,-—n
- r

=1

n |log(n - &) — 1og2yi —
i=1

Som giver det enskede resultat.

5.5

['(a)

(&) -
= —f— 10 i
Q) ; g(y:)

)—n

~

~ + Z log(y:)

a)

(?)/ + Z log(ys)

0

Nedenfor er de centrale momenter, samt percentiler for observationerne angivet:

Y

Percentiles Smallest
1.0608 .66647
1.9581 .99459

2.46845 1.0608
3.3655 1.0777

4.47325

Largest
5.9675 11.044
7.6491 11.352
8.4153 12.028
11.352 12.394

Figure 2: Beskrivende statistik gamma fordelingen

5.6

0Obs

Sum of wgt.

Mean

Std. dev.

Variance
Skewness
Kurtosis

Hvis vi far at vide, at & &~ 5.099 m4i kan B findes ved:

b= 20275

250 - 5.099 _

250
250

4.81098
2.120183

4.495175
.9009869
4.0494

1.056

21)



