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Opgave 2

21

Et histogram over observationerne cr tegnet nedenfor:

Density

uger

Figure 1: Histogram for uger uden fraveer

Der er samtidig bestemt f@lgende deskriptive statiske mal:

uger

Percentiles Smallest
0 0

0 0
0 0 Obs 165
1 0

Sum of wgt. 165

Mean 3.690909
Largest Std. dev. 3.976483

Variance 15.81242
Skewness 1.301522
Kurtosis 3.912086

Figure 2: Deskriptive mal for uger uden fraver

Vi ser, at den gennemsnit]ige elev moder ca. 4 uger i skole ugen fraveer, samtidig med, at der er stor
varians blandt eleverne. Skavheden forteeller os desuden, at fordelingen er hojreskeev, svarende til,
atder er mere sandsynlighedsmasse til hojre for middelvaerdien. Vikan desuden se, at topstejlheden
er h@jere end for normalfordelingen (3), svarende til, at der er mere masse i halerne. Vi ser desuden,
at ca. 95 pet. af eleverne har 12 eller faerre uger uden fravaer, mens kun 50 pet. af eleverne har 2 uger

eller ferre uger uden fraveer.
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2.2

Log likelihood funktionen er:

165

log L (0 | y1, -, y165) = Y _ [log(6) + v, - log(1 — 6)] (1)

i=1

Viantager her (1), at observationerne kommer fra en eksponentialfordeling, hvilket som udgangspunkt
er en OK antagelse, da nogen sygdom er memoryless, dvs. indtreeder med en given sandsynlighed
uanset hvor lenge det er siden man sidst fik sygdom. Der er dog ogsi mange typer sygdomme, hvor
det ikke er tilfeldet og hvor man (1) bliver resistent eller (2) bliver ved med at vaere syg. Vi antager
(2) at sandsynligheden for at blive syg er den samme for hver barn i klassens, hvilket oplagt heller
ikke er sandt, idet det ogsd athanger af sanitare forhold i hjemmet og fieks. kost. Afsluttende
antager vi uathengighed, hvilket heller ikke forekommer rimeligt, idet sygdom smitter. I det hele

taget virker modellen altsd svag.

23

Vi finder forst Score funktionen:

SlogL,(6|Y;) f {1 Y; ]

56 9 1-06

1=1

Og loser nu FOC:

Ovenstiende er alesd MLE estimatoren. For at finde estimatet indsaeteer vi realisationerne:

A 165
5’(1/1, .- -y165) = m ~ 0.213 2)
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24

For at vaere sikre pd, at ovenstiende er maksimum tages den anden ordens afledte (hessematricen):

2 (1-0)

dlogL(0]Y) [ 1 Y,
06066

2.5

Informationen bestemmes nedenfor:

_ [
2 1—a2
11
2 0-(1-0)
(1—-0)+0
0%2(1 —0)
B 1
C62(1—0)
2.6
Hvorfor den asymptotiske varians er:
0%(1 - 0)

Var(é(Yl, [N }/165> - (3)

n

Som i vores estimat bliver: w ~ 0.0002468, med standardafvigelse: 1/0.0002468 ~
0.0157

2.7

95 pct. konfidensintervallet er:

o € [0.23 — 1.96 - 0.0157,0.23 4+ 1.96 - 0.0157] = [0, 199228, 0, 260772] (4)
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28 &29

Vi bestemmer ssh. for nogle enkelte udfald:

P(Y =0)=(1-0.213)°-0.213 = 0.213  Fakrisk ssh: 0.224
P(Y =1)=(1-0.213)'-0.213 = 0.167  Faktisk ssh: 0.1515 (5)
P(Y =2)=(1-0.213)"-0.213 = 0.1314  Fakrisk ssh: 0.1333

Det ser altsd ud il at passe nogenlunde...

Opgave 3

3.1

Vi starter med at antage, at kennet af bornene er eksogent givet, dvs:
D, er cksogent givet. (6)

Viantager desuden, at sygefraveeret givet kon, stadigvaek folger en eksponentialfordeling, men hvor

parameteren afhzenger afhzenger d; og Y; gennem funktionen gl(-), dvs:

Y | D; ~ Geo(6) 7)
Hvor det i opgaven er givet, at:
0; = By + B2 D; (8)
Log likelihood funktionen bliver da:
165
log (0 | - - t1ss) = 3 [08(Br + fods) + 31 - log(1 — By — fods)] ()
i=1

Hvor parameterrummet er: § € ©{f;,52 € R | 81 + S2d; > 0}. Fortolkningen af parame-
teren er nu, at 3 beskriver sygefraveeret givet, at man ikke er dreng, mens 35 beskriver, hvordan

sygefravaeret aendres, hViS man er dreng.
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32&33

Vi far nu:

8 =0.165
By =0.119

For drenge fir vi:

P(Y =0) = (1 —0.046)° - 0.284 = 0.284  Fakrisk ssh: 0.27
P(Y =1)=(1-0.213)!-0.213 = 0.27  Fakeisk ssh: 0.2045 (10)
P(Y =2) = (1—0.213)2-0.25 = 0.1477 Fakrisk ssh: 13.33

Som altsd er mindre preaecist end den ikke betingede model... For piger far vi:

P(Y =0) = (1 —0.046)° - 0.284 = 0.165  Fakrisk ssh: 0.1688
P(Y =1) = (1 —0.213)' - 0.213 = 0.1377  Fakrisk ssh: 0.909 (11)
P(Y =2)=(1-0213)2-0.25 =0.115  Fakrisk ssh: 0.1169

Den ubetingede model virker derfor bedre.

3.4

Vi formulerer null hypotesen som:
Ho: B2 =01 Og{B1,P2 ER| B+ Bad; > 0,5, =0.1} (12)
Mens den alternative hypotese bliver:
Ha: By #01 OoB1, B €R| B+ fod; > 0,5y #0.1} (13)

Wald stacistikken er:

By — B2 0.119—-0.1
se(B) 0309243

~ 0.3848

Vi ved, at ovenstiende er asymprotisk standard normalfordelt, hvis null hypotesen er sand. Derfor

tjekker vi nu, om det er sandsynligt, at ovenstiende realisation kommer fra en standard normal-
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fordeling. Ved @ = 0.05 er de kritiske veerdier

1(0.025) ~ —1.96

-
®1(0.975) ~ 1.96

Dvs. null hypotesen afvises, hvis Z,, > 1.96 eller Z,, < —1.96. Det er klare, at vi derfor ikke
kan afvise null hypotesen, da —1.96 < 0.3834 < 1.96. Vi kan ligeledes bestemme p-vardien som

szmdsynligheden for at fa et mere ekstremt udfald end z,, som:
pn(Qo = 0.3848) =2 (1 — c13(0.3848)) ~ 0.7 (14)

Der er altsi ca. 70 pct. szmdsynlighed for at fi et mere ekstremt udfald, hvilket er strengt h@jere

ned 0.05, hvorfor vi ogsd pd den baggrund ikke kan afvise null hypotesen.

Vi laver nu en LR test, hvor vi bemarker, at det ikke restrikterede estimat log likelihood estimat

er:
L, (0) = —393.30716 (15)
Det restrikterede bliver:
L,(0) = —393.5012 (16)
Vi beregner nu LR statistikken som:
LR = 2[-393.30 + 393.5012] ~ 0.4 (17)

Vi ved, at ovenstiende er x? fordele (fordi vi restrikterer en parameter), den kritiske vaerdi er her
3.96,0gda 0.4 < 3.96 giver heller ¢j denne test anledning til at forkaste null hypotesen. P-vaerdien

er her:

pu(fo = 0.4) = (1 — ¢(0.4)) ~ 0.52 (18)

Hvor  er fordelingsfunktionen for en x? fordeling.

Opgave 4

4.1 & 4.2

Vi kan kun bruge en Bernoulli fordeling i dette tilfeelde, da der er binaere udfald. Likelihood funk-

tionen er da:
n

Lo(0 Yo Yo) =[] [0F - (1= 0)""] (19)

=1
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Log likelihood funktionen bliver da:

n

log L (0| Y, ..., Y,) =Y [Yilog(6) - (1 - Y;)log(1 — 0)] (20)
=1
Med FOC:
dlogL, ~~[Yi (1-Y)
50 _Z{e B (1—9)}
=1
D Yi(l—6)=(n—) V)b
=1 =1
ZYZ- =nd
i=1
i-1yy,
n
i=1
Hvor 6 =D.
4.3

Vi ved, at 95 pet. konfidensintervallet er givet ved:
0, € [én —1.96 - se(6,,), 6, +1.96 - se(6,) 21)

Vi skal nu erstatte 1.96 med de tilsvarende veerdier for et 99 pet. konfidensintervallet, dvs ®1(0.005)

po-(1—po)

og ®71(0.995), da variansen for en Bernoulli fordeling er: 22— mj standardafvigelsen vaere:

se =v0.24 - (22)

Bl

Hvorfor vi har:

A 1 4 1
0, —2.58-v0.24 - —,0, +2.58 -v0.24 - —
n

V' v

Hyvis afvigelserne nu maksimalt mi veere 0.04, har vi:

1
2581024 — < 0.04
58 V.24 2= <00

2.58-v0.24-1 < 0.04 - v/n

2
258 -v0.24-1
<n
0.04 -
998.45 < n

7
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4.4

Huvis afvigelserne maksimalt ma veere 0.02, har vi:

1
2.58 -v0.24 - — < 0.02
58 - V0 \/ﬁ_OO

258 -v0.24-1<0.02-v/n
2
[2.58 /024 - 1]

<n

0.02
3993.84 <n

4.5

Vi kan blot finde det generelle resultat ved at indsztte:

258 -v/0.24-1<0.02-vn

2

4.6

Ved n = 1000 har vi netop ca. d = 0.04 som vist i 4.3.

Opgave 5

5.1

Fordi vi antager uatheengighed kan sandsynlighedsfunktionen under et skrives som:

fz,(z | P11, D12, D21, D22, D31, D32) =

1(z=(1,1 1(z=(1,2 1(z=(2,1 1(z=(2,2
pl(l ( )'p1(2 ( )~p2(1 ( )'p2(2 ( )'p31

Idet indikatorfunktionen netop teeller, hvor mange gange observationen fremkommer.

5.2

1(z=(3,1)

pl(z:(3,2)

32

Vi definerer nu s1; = leill 1(Z; = (1,1)) osv, og fir lader pso = 1 —p11 —p12 — . . . P31, hvorfor

log likelihood funktionen bliver:

log L,(6 | Y1,...Y1i11) = s11 - log(pi1) + s12 - log(p12) + s21 - log(pa1) + S22 - log(paz)
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+ 831 - log(piﬂ) + (111 — S11 — S12 — S21 — S22 — S13 — 331)'

log(l — P11 — P12 — P21 — P22 — P31 — p13)

53

FOC er:
0Ln(0)

opi

Det vil sige:

=0 for(1,...,5)

&_ 111 — 511 — S12 — S21 — S22 — S13 — S31 -0
P11 1 — pi1 — pi2 — P21 — P22 — P31 — P13

ned til:
s31 111 — 511 — 519 — 591 — S22 — 513 — 83 _ 0
D31 1 —pi1 — pi12 — P21 — P22 — P31 — D13

MLE estimaterne (og dermed de relative frekvenser er):

L 17
P11 = 111
. 43
P12 = 111
L 3
P13 = 111
. 10
P21 = 111
L 27
D22 = 111
L 11
P32 = 111

Den maksimale vaerdi af Log likelihood funktionen fis ved indsateelse, dvs:

17
max log L, = 17 - log(m) + 43 - log(

5.4

43 3 11
m) +3-log(—=)...11 -log(—=) ~ —171.2 (24)

111 111

I de forste linjer af koden defineres indikatorfunktionen, hvorefter STATA numerisk finder MLE.

Bemezrk, at den ikke finder p3o, men det blot er residualet af de andre.
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Opgave 6

6.1

For stokastisk uathangighed gaelder det, at den simultane ssh. er givet ved produktet af de marginale.

6.2

Hvis der gelder uathaengighed i modellen, skal vi blot estimere: py, pa, p3, hvor p angiver kaffe og

x1, T2 angiver rygning. Vi kan nu lade:
p3=1—p1 —po (25)

08
T = 1-— T2 (26)

Og dermed nojes med at estimere, pa, p3, T2, hvorfor vi har 3 frie variable. Vi estimerer i STATA

og fir:

p1 = .2432433

p2 = .6306306

ps = 1 —.2432433 — .6306306 = 0.1262
21 = .5675676

9 =1 — .5675676 = 0.4325

Den maksimale vaerdi af log-likelihood funktionen er:
108 Ly (0, 21, . . ., 2111) = —175.3515 (27)

01 63

Vi tjekker null hypotesen ved et LR test. Den ikke restrikterede model havde:
log Ly, (f) = —171.2 (28)
Derfor bliver LR statistikken:

LR=2-(—171.2 + 175.35) = 8.3 (29)

10
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Vi ved, at LR er asymptotisk X% fordelt, idet vi restrikeerer to parametre (vi fir to frihedsgrader

mere). Den kritiske veerdi er her:
chi2(2,0.95)"! ~ 5.99 (30)

Og idet 8.3 > 5.99 kan vi afvise null hypotesen ved @ = 0.05. Vi kan desuden regne p-vardien

og se, at sandsynligheden for at fi et mere ekstremt udfald end ovenstiende er:
P, =1—x3(0.95) = 0.015 (31)

Da 0.05 < 0.015 betyder det, at sandsynligheden for at f3 et mere ekstremt udfald er under vores

krav, hvorfor vi ogsd her afviser null hypotesen.

6.4

Det er klare, at det ikke er en betinget model, idet udfaldene netop er uathangige. For at vi kan
opfatte det som en betinget model vil vi skulle antage, at rygning er cksogent givet og herefter
antage PARVIS uathengighed.

Opgave 7

7.1

Parameteren, o, kan tolkes som baseline CO2 udledningen, hvis virksomheden IKKE er i service-
scktoren, mens 3 kan tolkes som en parameter, der angiver forskellen mellem baseline udledninger
og udledninger for servicesektoren. Hvis 8 < 0 er udledningerne her mindre og vice versa. Vi ser,
at f ~ —0.27, hvilket svarer til, at servicesektoren i gennemsnit udleder —0.27 ton C'O mindre,

konstanten er ca. 0.00109.

7.2

Vi tester null hypotesen, der tilsiger, at der ikke er nogen signifikant forskel:
7‘[0 : ﬁ =0 (32)
Mens den alternative hypotese er, at der er signifikant forskel:

11
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Vi tester med et Wald test og bestemmer derfor Wald statistikken til:

7, = Bn _Aﬁo _ 02010 o9 (34)
Se(f3,) 0.0545

Vi ved, at ovenstiende folger en standard normalfordeling, hvis null hypotesen er sand. De kritiske
veerdier er her —1.96 og 1.96 (pi et 5 pet. signifikansniveau). Det er klart, ac —5.12 < —1.96,
hvorfor vi kan afvise hypotesen om, at der IKKE er nogen signifikant forskel og dermed IKKE KAN
AFVISE hypotesen om, at der er en signifikant forskel (som der sporges om i opgaven. Vi kan ogsi

finde p-vaerdien som folgende (idet normalfordelingen er symmetrisk):
P,(512) =2 (1 —®(5.12)) = 3.055¢ — 07 =~ 0 (35)

Dvs. sandsynligheden for at fi noget mere ekstreme er ca. 0, og dermed lagt under vores krav for

ikke at kunne afvise null hypotesen.

7.2

Vi tester null hypotesen, der tilsiger, at forskellen er praccis -0.3:

Ho: B=—-0.3 (36)
Mens den alternative hypotese er, forskellen ikke er praecis -0.3:

Ha:B#-0,3 (37)
Vi tester med et Wald test og bestemmer derfor Wald scatistikken til:

B, — By —0.2791 — 0.3
Se(3,) 0.0545 (38)

Vi ved, at ovenstiende folger en standard normalfordeling, hvis null hypotesen er sand. De kritiske
veerdier er her —1.96 og 1.96 (pa et 5 pet. signifikansniveau). Det er klart, at —1.96 < 0.38 <
1.96, hvorfor vi IKKE kan afvise null hypotesen. Vi kan ogsi finde p-veerdien som folgende (idet

normalfordelingen er symmetrisk):
P.(0.38) = 2- (1 — (0.38)) ~ 0.7 (39)

Dvs. sandsynligheden for at fi noget mere ekstremt er ca. 70 pet, og dermed lage over vores krav

til null hypotesen givet o« = 0.05...

12
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